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              Chương I  

HÀM SỐ 
 
           
 

§1. KHÁI NIỆM VỀ HÀM SỐ 
 
 
1. Bài toán: 

Cô Hồng thuê sạp  giá 30 đồng một ngày để bán vải, mỗi mét vải cô mua 5 đồng bán 
7 đồng, chênh lệch 2 đồng. Cô tính nếu một ngày bán được 15m thì hoà vốn, bán được 20m 
thì lời 10đ , bán được 10m thì lỗ 10đ .  

Nếu gọi x là số mét vải bán được , y là tiền lời thì hàm số y = 2x - 30 là hàm lợi 
nhuận của cô Hồng. 

2. Định nghĩa:  
Nếu ứng với một giá trị của x ta có một giá trị  (duy  nhất ) của y thì ta nói y là hàm 

số của x, x là biến số. Kí hiệu :    y = f(x) 
Khi đó hàm lợi nhuận của cô Hồng ta viết  y =  2x - 30 hoặc f(x) = 2x - 30  

Ví dụ 1 :  
 Cho hàm số :  y = 4x2 + 1     
Ta có : Nếu x = 1 thì  y = 5  khi đó ta viết    f(1) = 5  
Tương tự ta có  f(2) = 17 ; f(a) = 4a2 + 1 ,  f( a+b ) = 4 ( a+b )2 + 1 ;   f(x2) =  4x4+1…. 

3. Tập xác định của một hàm số 
Ví dụ 2 : 

a).  Cho hàm số y = 2x2 + 30 ta tính được y với bất cứ giá trị nào của x. 
Khi đó ta nói tập xác định của hàm số này là R. Kí hiệu  :D x x R  . 
Đọc là :” D là tập hợp các giá trị x mà x thuộc R”. 
                                                                                     D 
Biểu diễn bằng trục số :              + 
                                                                          0 

b) Cho hàm số xy   
Ta  có x =9 thì  y = 3 ,  
 x = 0 thì y = 0,   
nhưng  x = -5 ta không tính được y.  
Do đó ta có tập xác định là  0:  xxD .            
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Tương tự ta có tập xác định của hàm số )2)(1(  xxy  là  2x      hoaëc  1: xxD   
                                                   

                                                              
 

4. Vẽ đồ thị của hàm số  
Ví dụ 3:  
Vẽ đồ thị hàm số 
a).  y = 2x + 1 ( Hình 1) 
Đồ thị là 1 đường thẳng ta chỉ cần lấy 2 điểm   
    
x 0 1 
y 1 3 
                          (Hình 1) 
 
 
b).   y = x2 - 1 ( Hình 2),     
 Đây là một parabol  ,  ta lấy 5 điểm     
 
x -2 -1 0 1 2 
y 3 0 -1 0 3 
 
 
                 (Hình 2) 
 
 
 
 

c).  1 xy ,  ( Hình 3) 
Ta  lấy 4 điểm    
 
x 1 2 3 5 
y 0 1 1,41 2 
 
 
                 (Hình 3) 
 
 Định nghĩa : Đồ thị của hàm số y = f(x) là đường tạo bởi các điểm có hoành độ 
bằng x và tung độ bằng f(x). 
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5. Các phép toán trên hàm số: 
 Cho hai hàm số f(x) và g(x) ta có thể thực hiện các phép cộng, trừ, nhân, chia với 
hai hàm này . 

Ví dụ :  
f(x) = x2 – 1  và g(x) = 2x+1 thì ta có các hàm số mới là : 
(f+g)(x) =  f(x)+g(x) = x2 –1 +2x+1= x2+2x. 
(f.g)(x )= f(x).g(x) = (x2 –1  )(2x+1) = 2x3+x2-2x-1….. 

 

6. Hàm hợp: 
 Cô Thanh , một tiểu thương kinh doanh bằng cách mua hàng giá sỉ và bán lẻ. Biết 

rằng nếu t là chi phí mua hàng, q là số lượng hàng thì       10
4

)( 
ttq      ( t >40 ) 

 và hàm lợi nhuận của cô Thanh  là 402)(  qqP . Cô tính nếu bỏ ra t = 160$ chi phí mua 

hàng, cô có      3010
4

160
q     (đơn vị hàng hoá ), tiêu thụ xong cô sẽ có lợi nhuận  

                                                     P(30) = 2 . 30 - 40 = 20$ . 
Nếu bỏ ra 250$ chi phí mua hàng thì lợi nhuận là bao nhiêu ?. Ta có thể giúp cô tính toán 
nhanh hơn bằng cách lập hàm hợp u(t).  

Đặt       60
2

4010
4

2)()( 





 

tttqPtu , đây là hàm lợi nhuận với biến số là t. 

            $2060
2

160)160( u ,      u(250)    =  60
2

250
     =      65 $  

với  )()( tqPtu   ta gọi u là hàm hợp của P và q, P là hàm ngoài, q là hàm trong . 
              
Ví dụ 5 :  
 Nếu      f(x) = x3  ,     u(x) = 2x +1 thì ta có 2 hàm hợp sau : 
   u(x)f  g(x)vieát     theå coù   3)12()()( xxufxg  và           

              f(x)u  h(x)vieát  theå coù     1)(2)()( 3xxfuxh  

7. Hàm ngược:  
Ta nói f(x) và g(x) là hàm ngược của nhau nếu : 
                               f[g(x)] =  g[f(x)]= x và ký hiệu là  f(x) =  g-1(x)   ,  g(x) = f-1(x). 
Ví dụ  :   

f(x) =  2x  thì   1 1( )
2

f x x    ;   h(x) =  x3   thì  1 3( )h x x    

Đồ thị của f(x) và f-1(x) đối xứng qua phân giác của phần tư góc vuông thứ nhất . 
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 Đồ thị y = f(x) = 2x   và   1( )
2
xy f x            Đồ thị y=f(x)=x3 và  1 3y f x x   

8. Ứng dụng : Hàm chi phí , hàm doanh thu, hàm lợi nhuận 
 
 Một xưởng may áo sơ mi có chi phí cố định ( nhà xưởng, máy móc, ...) là 12.000 $ , 
biến phí trên một sản phẩm ( nguyên liệu, nhân công ,...) là   3 $ , giá bán là p= 5 $/sp .Gọi 
x là số sản phẩm làm ra (giả sử là tiêu thụ hết ). Tìm hàm chi phí sản xuất  C(x), tìm hàm 
doanh thu   R(x)  , hàm lợi nhuận   P(x), hàm chi phí sản xuất trung bình   )(xC . 
(  C = cost = chi phí  ,  R= revenue= doanh thu ,  P= profit= lợi nhuận ) 

Giải: 
 C(x) = 12.000 + 3x           Chi phí sản xuất bằng chi phí cố định cộng biến phí. 
 R(x) = 5x                          Doanh thu bằng đơn giá bán nhân sản lượng. 
 P(x)  =R - C = 5x -( 12.000 + 3x) = 2x - 12.000     Lợi nhuận bằng Doanh thu trừ Chi 
phí. 

3000.12)3000.12(1)( 
x

x
x

xC   Sản lượng càng lớn chí phí sản xuất trung bình càng 

nhỏ 
    
Điểm hòa vốn : Tại đó lợi nhuận bằng 0       P(x0) = 0.   

9. Một số hàm sơ cấp   

*Hàm bậc nhất  y=ax+b 
* Hàm bậc hai :   y = ax2 + bx +c . 
 Tập xác định  D= R . 
 Đồ thị là đường parabol , phân biệt hai trường hợp a>0 và a<0 . 

                      a>0                                                              a<0 
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              y = 2x2  +3x -4                                               y = -x2+3x+4                    
   
 Để biết đồ thị  hàm bậc hai y = ax2 + bx +c cắt trục hoành tại đâu ta giải phương 
trình bậc hai ax2 + bx +c=0  với công thức nghiệm là  

                     a
acbbx

2
42

1


   và a
acbbx

2
42

2


  

            
* Hàm bậc ba : y = ax3+ bx2 + cx +d  
Tập xác định  D= R . 
 Đồ thị  phân biệt hai trường hợp a>0 và a<0 . 

               a > 0                                                                                             a < 0 

                                
              y = 2x3 + 4x2-3x+1                                                    y = -2x3+4x2+3x+1 
 

* Hàm mũ : y = ax   ( với a>0 , a  1). 
Tập xác định  D= R . 
 Đồ thị  phân biệt hai trường hợp 0<a<1  và a>1 . 
                  0< a<1                                                                                a>1 

                                 
         y = 0,8x  và        y = 0,2x                                                     y = 5x    và     y = 2x        
 
* Hàm logarit :  y = logax     ( với a>0 ,a  1). 
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Tập xác định  D =  0: xx  . 
 Đồ thị  phân biệt hai trường hợp 0<a<1  và a>1 . 
 
 
( Nhắc lại định nghĩa logarit   y = logax     <->   ay  =x  ) 
 
 
 
 0<a<1                                                                                  a>1 

                                           
     0,2 0,5log ; logy x y x                                                y = lnx    ;    y = x9log  
 
 
* Các hàm lượng giác : y = sinx  , y = cosx  , y =  tgx , y =  cotgx. 
 

               
             y = sinx                                                         y = cosx 

 

                     
              y = tgx                                                                y = cotgx 
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Bài tập 
 
 
1.1      a) Cho hàm số y = f(x) = x2 - 3. Tìm f(-1) , f(0) , f(5) , f(a), f(1+a). 
           b) Cho hàm số u = g(x) = x2 + 2x - 3. Tìm g(1), g(2) , g )1(

a
 , )( ag  

1.2 Tìm tập xác định của các hàm số : 
a) y = lnx  , b) y = ln( x+5) ,  c) .34  xy   , d) 3 xy    , e)  

2
1



x

y   

f) )5)(1(  xxy  ,  g) 3xey   
1.3    Vẽ đồ thị của các hàm số: 

  a) y = -2x +1   , b ) y = x2 +1   , c)  y = x3  , d) y = ( x - 1)2  , e) 3 xy  
  f) y = - x2 + 2x + 1  ,  g) y = lnx   , h)  y = 3x 

1.4     Vẽ đồ thị các hàm số : 
   a) xy  3    ,  b) y = 12 x  ,  c) )3ln(  xy   ,  d) y = (x-1)(x-2) ,  

   e) 
2

2



x

y     ,  f)  y = 3    ,   g)  x = 2 . 

1.5  Công ty Đại bàng sản xuất một loại pin tiểu với chi phí cố định là 38.000$, biến phí 
là    0.5 $/hộp (hộp 4 viên), giá bán là 0.9$/hộp. 
a) Công ty phải sản xuất và tiêu thụ hết bao nhiêu sản phẩm thì bắt đầu có lãi ? 
b) Nếu công ty thực hiện chính sách khuyến mãi “ mua 1 hộp tặng thêm 1 viên  “ 

thì với mức sản lượng nào công ty mới có lãi ? 
1.6       Hãy hình dung rằng bạn là một công nhân may đang đứng trước hai lựa chọn :  

Xin vào làm ở công ty A với mức lương cơ bản 6 $/ngày cộng thêm 0,8 $ cho    mỗi 
sản phẩm. Ở công ty B với mức lương cơ bản 5$/ngày và 0,9$ cho cùng một loại sản 
phẩm. Bạn sẽ chọn ở đâu ? 

1.7     a) Tìm fog(x ) và  gof(x)   nếu f(x) = x2 + x  , g(x) = x3 

          b) Tìm u ov(x) và vou(x) nếu u(x) = ex  , 
12

)(
2




x
xxv  
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                 §2 . GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 
 
 

1. Giới hạn bên trái: 
 
Ví dụ 1:  
 Giả sử công ty M có hàm chi phí sản xuất là     C(x)  =  24 + 3x  
( định phí : 24 , biến phí : 3).          Hàm chi phí sản xuất trung bình là    

                                                     
1 24( ) (24 3 ) 3y C x x
x x

      

Tính y với một số giá trị của x dần tới 24 nhưng nhỏ hơn 24 ta có         
 
x 20 21 22 23                traùi     atöø    phí    tieán   x 24 

( )y C x


  4,20 4,14 4,09 4,04                                           4y   

 
Ta thấy x càng gần tới 24 thì y càng gần tới 4. Ta phát biểu là :” y= 324


x

 có giới hạn là 4 

khi x tiến tới 24 từ bên trái “      và viết      ) traùi  haïngiôùi (    4324lim
24







 

 xx
. 

2. Giới hạn phải: 
 
Bây giờ ta cho x một số giá trị dần tới 24 nhưng lớn hơn 24 

 
x 24          phaûi     phíatöø     tieán     x   25 26 27 28 

( )y C x


    4 y                                    3,96 3,92 3,89 3,86 

 
Ta cũng thấy x càng gần 24 , y càng gần 4. Phát biểu :  “ y =  324


x

  có giới hạn là 4 khi x 

tiến tới 24 từ bên phải “. Viết là  4324lim
24







 

 xx
     ( giới hạn phải) . 

3. Giới hạn : 
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 Trong ví dụ trên giới hạn phải và giới han trái bằng nhau ( = 4 ) . Ta nói  24 3y
x

   

có giới hạn là 4 khi x tiến tới 24, và viết : 

 4324lim
24







 

 xx
 . 

 
 
Định nghĩa :      

Lxf
ax




)(lim   có nghĩa là   Lxfxf
axax


 

)(lim)(lim   . 

 
Ví dụ 2 :  Với cách làm tương tự  ta có     11)32(lim)32(lim

44


 
xx

xx
. 

             Vậy :     11)32(lim
4




x
x

. 

 

4. Hàm số dần đến vô cùng 

Ví dụ 3 :     Xét hàm số : 3
1



x

y . Ta có bảng : 

 x 1 2 2,9 2,99 2,999                                x                 3 
y -0,5 -1 -10 -100 -1000                             y   

 

x càng gần 3 thì y là một số âm càng lớn . Ta nói 3
1



x

y  không có giới hạn trái (hoặc nói 

hàm số dần tới vô cùng ) khi   x   tiến tới    3   và viết là    







 3
1lim

3 xx
. 

Xét x tiến tới 3 từ bên phải :         
   

x  3                  x                3,001 3,01 3,8 4 
y  y                       1000 100 1,25 1 

 
 

x càng gần 3 thì y là một số dương càng lớn. Vậy 3
1



x

y    không có giới hạn phải ( hàm 

số dần tới vô cùng ). Ta viết 







 3
1lim

3 xx
. (H.1) 
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    H.1   Đồ thị  3
1



x

y                                        H.2.  Đồ thị  
2 1
1 1

x khi x
y

x khi x
  

   
 

 

Ví dụ 4 : Xét hàm số 








1x    khi          1x   
1 x  khi    2

)(
x

xgy  

Có    taïi toàn    khoâng  neân     vaø  )(lim2)(lim1)(lim
111

xgxgxg
xxx 


  .(H.2) 

 

5. Giới hạn tại vô cùng 
Ví dụ 5 :   
 Xét hàm số  


   x       khi

x
xy 13     tức là x lấy những giá trị dương lớn dần.  

 
x 1 10 50 100 2000                                  x                        + 
y 2 2,9 2,98 2,99 2,9995                                         y 3  

 
 
 

Ta viết   .313lim 


 x
x

x
  (H.3)  

 

                         
    H.3    Đồ thị   3 1xy

x


                                        H.4   Đồ thị  24 3y
x

   
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Ví dụ 6  : Xem lại hàm chi phí sản xuất của công ty M :    y =    )(xC  = 324


x

.Có bảng sau:      

                                          
x 24 30 100 200 1000                                      x                        +    
y 4 3,8 3,24 3,12 3,024                                              

y 3  
                                                                                 

nghĩa là : “ Sản lượng lớn thì chi phí trung bình xấp xỉ biến phí của một đơn vị sản phẩm “. 
(H.4). 
 
 
 
 
 

                   §3. SỰ LIÊN TỤC CỦA HÀM SỐ 
 
 
 
1. Định nghĩa :  
Ta nói hàm số f(x) liên tục tại điểm  a   nếu   )()(lim afxf

ax



. 

 f(x) liên tục trên một khoảng nếu nó liên tục tại mọi điểm thuộc khoảng đó. 

Ví dụ1 :  324


x
y      liên tục tại mọi điểm trừ     x = 0. 

               3
1



x

y     liên tục tại mọi điểm trừ     x = 3 . 

Hàm 








1x    khi          1x   

1 x         khi2x-   
)(xgy   liên tục tại mọi điểm trừ  x = 1.  Ta nói hàm  g(x) 

gián đoạn tại x = 1. 
 
Ghi nhớ : 
       *  Hàm f(x) = C  ( hằng số) luôn liên tục. 
                 *  Nếu f(x) liên tục , n là số nguyên  thì :      tuïc lieân cuõng  f(x)   vaø   nnxf )( . 
                 *  Nếu f(x) và g(x) liên tục thì :   f(x) + g(x) ; f(x) - g(x) , f(x).g(x)   cũng liên tục. 
                    Với   0xg )(  thì      f(x) : g(x)     cũng liên tục. 

2. Hàm liên tục có tính chất gì ? 
 
Định lý 1:  
 Nếu f(x) liên tục trên đoạn [a,b] thì f(x) đạt giá trị lớn nhất (GTLN) và giá trị nhỏ 
nhất (GTNN) trên đó. 
 

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


Giaùo trình  Toaùn Cao Caáp  Phaàn 2. Giaûi Tích 
 

ThS. TRÖÔNG QUOÁC THAÏCH     41 

 

                                                        
  H.5. Đồ thị  y = (x-3)3-x2+13                                       H.6.  2

1
( 3)

y
x




                                                         

 
 
Ví dụ 2 :   
Xét hàm y  =   (x-3)3-x2+13 (liên tục với mọi x ) trên đoạn [0;5]  thấy GTNN là y(0)  =  -14, 
GTLN là  y(1,9) = 8,1   (H.5). 
Hàm   y = 

2)3(
1
x

 ( gián đoạn tại  x = 3 ) , xét trên đoạn   [ 2;4]   ,trên đoạn này  không có 

GTLN  (H.6). 
 
Định lý 2:  
 
 Nếu  f(x)   liên tục trên đoạn   [a,b]   và   f(a).f(b) < 0   ( tức là f(a) và f(b) khác dấu) 
thì phương trình    f(x) = 0    có ít nhất một nghiệm nằm trong    [a,b]. 
 

                    
H.7  Đồ thị y = x2+0,1x-2              H.8  1

3
y

x



                               H.9  2

6 3y
x

   

 
Ví dụ 3 :    
Cho f(x)   =    x2 + 0,1x - 2     (đây là hàm liên tục với mọi x) 
f(0) . f(2)  =    (0+1 -2). ( 4 + 0,01 -2) <  0 ,     vậy phương trình    x2 + 0,1x – 2  =  0 
 có nghiệm x0 :     0 < x0 < 2 .  0 1.4x  ,      [0;2]     gọi là khoảng chứa nghiệm . (H.7). 
 
Ví dụ về hai hàm gián đoạn có và không có tính chất trên : 
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i)  Xét   
3

1)(



x

xh  gián đoạn tại x = 3 (H.8). Ta có h(2).h(4)<0; nhưng pt 0
3

1


x
 không 

có nghiệm trong đoạn  [2;4]. 

 ii)   Xét    36)( 2 
x

xg  gián đoạn tại x = 0 (H.9). Ta có g(-3).g(1) <0 ; Pt 036
2


x

 có 

một nghiệm trong     [-3;1], 0 1.4x  .        
 

3. Dùng máy tímh bỏ túi: 

      Tìm các khoảng chứa nghiệm của phương trình : 0233 234  xexxxx . 
Giải : 
Lập hàm 233)( 234  xexxxxxf ( liên tục với mọi    x ),dùng máy tính bỏ túi  để 
tính toán ta có bảng sau: 
 

x -2 -1 0 1 2 3 
f(x) 28,1 -1,6 -1 0,7 -0,6 18,1 

 
 Vậy các khoảng chứa nghiệm là:      (-2;-1)    (0;1)      (1;2      (2,3) 
 
 

 

                                               Đồ thị 232334)(  xexxxxxf  
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§4. CÁCH TÍNH GIỚI HẠN 

 

1. Định lý : 
Nếu MxgLxf

axax



)(lim)(lim    vaø    thì : 

*  CC
ax




lim   ( C: hằng số) 

*   nn
ax

Lxf 


)(lim   , n là nguyên đương . 

* 
nn

ax
Lxf 


)(lim   ( với 0L nếu n chẵn) 

*   MLxgxf
ax




)()(lim  . 

*   MLxgxf
ax

.)().(lim 


   

* 0M vôùi    
 M

L
xg
xf

ax )(
)(lim . 

*   LCxfC
ax

.)(.lim 


. 

Ví dụ 1  :    

 a) 2
4( )

1
f x

x



       khi 0x     thì ( ) 4f x  .       

 b)  g(x)= 
2
1

x     khi 0x  thì 1( )
2

g x  . 

Khi đó ta  có : 2
4 1( . )( ) ( )( )

1 2
f g x x

x
 


 khi 0x   thì ( . )( ) 2f g x      
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Hình 1 

Để tính giới hạn  
ax

xf


)(lim , nếu biết đây là hàm liên tục thì công việc đơn giản . Tại điểm a 

hàm liên tục thì   )()(lim afxf
ax




. 

 
Ví dụ 1:       
 a) Cho f(x) = x4+x3-2x+1, vì f(x) liên tục với mọi x nên 

          111.211)12(lim 3434
1




xxx
x

    (H.2)      

 

                                              

           H.2    Đồ thị y = x4 + x3 - 2x + 1                          H.3   
2 9

3
xy
x





 

 

b) Cho 
2 9( )

3
xh x
x





, hàm gián đoạn duy nhất tại   x = 3    nên 

                          8
2

16
35
925lim

3
9lim

5

2

5









 xx x
x

.  

Có một lưu ý riêng : hàm    h(x) không xác định tại    x = 3,     nhưng 

  
2

3 3 3

9 ( 3)( 3)lim lim lim( 3) 6
3 3x x x

x x x x
x x  

  
   

 
 (H.2). 

 

2. Các ví dụ khác: 

i) 


 0
11lim

2

0 x
x

x
 

ii) 


 0
22lim 30 x

x
x

 

iii) 

3 1 133 1lim lim lim 3 0,
1x x x

x
x x x x hayxx

x
  

 
     


1 1 1   (vì   0 )
x x
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iv) 0
1
0

11

15

lim
1

5

lim
1

5lim

3

2

33

3

33

2

3

2

















x

xx

xx
x

x
x

x
x

x
xx

xxx  

 ( vì 01,1,5
32


xxx   ). 

v) 






)15(lim

15

lim15lim 2

3
3

x
x

x
x

xx
x

x
x

xxx  

3. Ghi nhớ: 
 Người ta đã chứng minh được  : 

   1/     
0

sin 1lim 1 (1 ) ( .5)x

x

x e H
x x 

  
x

    (H.4)           vaø   2 /  lim ...)71828,2( e .                   

 

                        
                   H.4  sin xy

x
                                                     H.5 1(1 )xy

x
   

 
Từ 1/  và 2/ dễ dàng thấy được các giới hạn tương tự : 

1/

0 0
3 / lim 1 ( .6) 4 / lim .sin(1/ ) 1( .7) 5 / lim(1 ) ( .8)

sin
x

x xx

x H x x H x e H
x 

          

                                            
 

     H.6  
sin

xy
x

                                H.7  .sin(1/ )y x x                              H.8 . 1/(1 ) xy x      
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4. Dùng máy tính bỏ túi tính giới hạn: 
Ví dụ 4:    

a/  Giả sử phải tìm giới hạn 66
22

lim
3

6 


 x

xx
x  ta có thể dùng một máy tính  loại 

Casio-fx 570 hoặc tương đương, cho x  vài giá trị theo định hướng “x dần tới 6”     rồi 
tính f(x) .Xem bảng sau :        

                                                                          x  6 x  
x 5 5,5 5,95 5,99 6 6,01 6,1 6,5 
f(x) -0,3460 -0,3390 -0,3338 -0,3334  -0,3332 -0,3323 -0,3285 

 
 

Từ đây ta nói  là     
3

6

2 2lim 0.3333
6 6x

x x
x

  
 


   (H.9) 

 

                          
  H.9    Đồ thị của  

66
223






x
xx

y                   H.10  Đồ thị xgxy
2cot2 )1(   

 
b/  Phải tính xg

x
x

2cot2

0
)1(lim 


, dùng máy tính như ví dụ trên, vì trong máy   không có  

nút   “cotg   ” nên phải đổi thành  
22 1/( ) (1 ) tg xf x x     có:               

                                                                      x 0 x  
x -0,01 -0,009 -0,005 -0,001 0 0,001 0,005 0,009 
f(x) 2,6969 2,7180 2,7182 2,7182  2,7182 2,7182 2,7180 
 
           Vậy  

22 cot

0
lim (1 ) 2.7182...g x

x
x e


        (H.10) 

        (Cách giải truyền thống của bài toán này là: 
2

2 2 2 2 0
lim( )

2 cot 2 1/ / 1

0 0
lim (1 ) lim [(1 ) ] x

x
g x x x tg x tgx

x x
x x e e e

 
       
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Bài tập 
 

4.1    Cho 
)2)(1(

25)(
3





xx
xxxfy . Tìm các giới hạn :  

 
       

0 2 1 2
/ lim ( ) / lim ( ) / lim ( ) / lim ( ) / lim ( )

x x x x x
a f x b f x c f x d f x e f x

    
   

4.2    Cho xx
xxgy

)1(
1)(




  Tìm các giới hạn :  

       
5 1 0

/ lim ( ) / lim ( ) / lim ( ) / lim ( )
x x x x

a g x b g x c g x d g x
   

   

4.3   Cho 
)2)(1(2

27)(
2





xx

xxfy . Tìm các giới hạn: 

      
0 2

/ lim ( ) / lim ( ) / lim ( )
x x x

a f x b f x c f x
  

   

4.4     Cho ? ñaâu ôû ñoaïn giaùn naøy   haøm;   
0  x   vôùi        

1-x
1

0 x  1-  vôùi  1-x-
1x  vôùi   
















1

)(xf  

4.5     Cho 
x
xxfy





1

1)(  . Tìm các giới hạn :  

     
4 0 1

/ lim ( ) / lim ( ) / lim ( ) / lim ( )
x x x x

a f x b f x c f x d f x
   

   

4.6     Tìm các giới hạn  sau bằng máy tính bỏ túi : 

    
3

2
2 30 0 2

ln(cos )) lim ) lim )lim( 4) ( )
sin sin 4x x x

x x xa b c x tg
x x x x


  


 

  

4.7     Tìm các khoảng chứa nghiệm của các phương trình bằng máy tính bỏ túi : 
          a) x2+ lnx - 4=0            b)  x + 5+ 4x =0          
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§5. ĐẠO HÀM 

 

1. Số gia : 
Cho hàm    y =  f(x)    
Đặt  ( ) ( )y f x x f x       ( y goïi laø soá gia haøm soá taïi x ) . 

 soá ñoái gia soá laø goïi x . 
Ví dụ :  
Cho    y  =  2x+1  và 5,0x  .  Tính  y    tại x = 10 . 

2( ) 1 (2 1) 2( 10 0,5) 1 (2.10 1 ) 1y x x x             
 
2.  Hàm tăng , giảm : ( Trong phần này nói hàm số ta hiểu là hàm số liên tục ). 
 
Định nghĩa:    
 Hàm   y = f(x)  gọi là  hàm tăng  trên khoảng ( a;b ) nếu với mọi x1, x2   thuộc 
 ( a;b). Nếu x1 < x2  ta có f(x1)  <  f(x2) thì  ta gọi (a;b) là khoảng tăng . 
Ta nói tại  x0   hàm số tăng nếu  x0   thuộc một khoảng tăng  nào đó . 
  Hàm  y = f(x)  gọi là  giảm  trên khoảng   ( a;b )  nếu với mọi  x1, x2   thuộc   ( a;b)  
  x1 < x2       thì    f(x1)  >  f(x2). 
 
Từ định nghĩa ta thấy tại một điểm   x0   với 0x     nếu  

00 







x
y neáu taêng,  haømñaây taïi thì   ) daáu cuøng y vaø x(  

x
y

   thì hàm giảm. 

 
Ví dụ 1:     Đồ thị  y = x2  -  4x + 6 
 

 
 
 
 
 

                                                         0y     0y         
    

        
        

       
  0x    0x   

                              
(H.1) 
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Ví dụ 2 :  Sự tăng giảm của hàm số thể hiện qua đồ thị : 

 
       y tăng                   y giảm                                y tăng 
 

(H.2) 

3. Đạo hàm của hàm số  

Đạo hàm là một công cụ để xét sự tăng giảm của hàm số , kí hiệu là y’ hoặc f’(x), dx
dy

. 

Định nghĩa:         x
xfxxf

x
yy

xx 









)()(limlim'
00

  

 
( Nếu tại điểm x nào đó lim này không tồn tại, ta nói f(x) không có đạo hàm tại đó). 
Rõ ràng là nếu 00 x taïi giaûm soá  haømthì x taïi taêng soá  haømthì 0)(';0)(' 00  xyxy . 

Ví dụ 3: 

Xét sự tăng giảm của 64)( 2  xxxfy  tại các điểm x = 1 ; x = 3 ; x = 5. 

Giải : 

a)  Tìm đạo hàm y’  , để cho dễ nhìn ta đặt hx  : 

h
xxhxhx

h
xfhxfy

hh

)64(6)(4)(
lim

)()(
lim'

22

00








 

     =  h
hhxh

h
xxhxhxhx

hh

42lim646442lim
2

0

222

0







 

     = 
0

lim(2 4) 2 4
h

x h x


      . Vậy   y’  =  2x - 4 . 

Ta có thể viết (x2 - 4x +6 )’ = 2x -4. 

a) Tại x = 1 :     y’(1)= 2.1 – 4    = -2 < 0 :  hàm giảm. 

b) Tại x = 3 :     y’(3) = 2.3 – 4   = 2 > 0 :  hàm tăng 

c) Tại x = 5 :     y’(5) = 2.5 – 4   = 6 > 0  : hàm tăng mạnh. 
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       y/  âm                              y/ dương 
    (H.3)   

 4. Ghi nhớ:   
* Nếu tại   x0 và y’(x0) không tồn tại , ta nói hàm    không khả vi    tại    x0 . 
*Nếu hàm gián đoạn tại x0 thì không khả vi tại đó. 
* y’(x0)  =   tg   ;  là góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm    ( x0;  y0)).  
  Do đó ta có phương trình tiếp tuyến tại    điểm (x0;y0)    là     
 
 
 
 

 
                          
 
 
 
 
 
 
 
 

(H.4) 
 

Ví dụ :  Viết phương trình tiếp tuyến của  đồ thị của 2 2 2y x x      tại x = 4 . 
22)4(10)4(22 //  yyxy    theo công thức (*) ta có   )4(1022  xy .  

Vậy   phương trình tiếp tuyến là   1810  xy    (H.4) 

5. Một số công thức 
Bằng định nghĩa của đạo hàm, làm như ở ví dụ 2 ở trên ta có được các công thức sau : 
1)      (C)’ =  0    2)     (xm)’ =  mxm-1  3)        (ax)’  =  ax .lna               

4)      
ax

xa ln
1log /         5)     (sinx)’ =   cosx   6)      (cosx)’  =   - sinx         

7)      (tgx)’   =  
x2cos

1
      8)     (cotgx)’=  

x2sin
1

                                                     

y giảm 

y-y0  =  y’(x0) .(x-x0).   (*) 

y tăng 

0 0( , )p x y  
)  
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 Từ công thức 2)     ta có     
x

x
xx 2

1;11 /
2

/







                        

 Từ công thức 3)     ta có    (ex)’   =   ex.                                                         

 Từ công thức 4)     ta có    
x

x 1ln /  . 

Ví dụ 4:     
    ( -6)’ = 0       ;                                 (x7)’ = 7x6        ;       (x -5 )’  = - 5x-  6    ;      

  3
1/

3
2/

3 2
3
2 
























 xxx    ;          (2x)’=2x .ln2     ;        

4ln
1log /

4 x
x    

 u   =   f(t)  =   t5  thì   u’  =   5t4. 
 
Ví dụ 5:     
Hàm số y cho bởi  y = 2xt + t2 + x. 
Nếu x là biến số , t là hằng số thì y’ = 2t +1; để rõ hơn ta viết : 

y’x = 2t + 1  hoặc 12  t
dx
dy

. 

Nếu t là biến số , x là hằng số thì y’t = 2x + 2t hoặc tx
dt
dy 22   
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Bài tập 

 
5.1     Bằng định nghĩa tính đạo hàm của các hàm số sau : 

      a) xxf
2
1)(                b) 2)3()(  xxf       c) ttf 4)(         d) 63)( 2  xxxf   

      e) 53)(  xxf      f) 2)12()(  xxf  

5.2      Dựa vào các công thức để tìm các đạo hàm: 

     a) 6xy            b) y = 4             c) y = 0 

     e) 4 3xy            f) ttf 5)(                g) xy 4log                   h) 3
1)(
t

tf   

5.3    Cho hàm số y = f(x) = x2 + 3x + 6 , cho   x =  h  =  1. 

        Tìm số gia hàm số y tại   x = -5 ;   x = 1 ;   x = 8 . So sánh với   f’(-5) ,  f’(1),   f’(8). 

5.4   Cho hàm số y = f(x) = x2 + 3x + 6 , cho   x = h = -1. 

        Tìm số gia hàm số y tại x  =  -4 ;   x = 0 ;  x = 7. So sánh với   f’(-4) ,  f’(0) ,  f’(7). 

5.5   Cho : a) y =  x3 + 3xt2 - 5   Tìm dt
dy

dx
dy ;         b) u = s3 + 3st + 7 . Tìm dt

du
ds
du ; .   
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§6. CÁC QUY TẮC TÍNH ĐẠO HÀM 
 
 

1 .  Đạo hàm của tổng 2 hàm số : 

  )(')(')()( / xgxfxgxf   

Ví dụ1:     
     f(x) = x2  ,    f’(x) = 2x  ;     g(x) = 4x  ,     g’(x) = 4x ln4. 
Ta có :    (x2 + 4x )’   =   2x + 4xlnx   . Tương tự với hiệu 2 hàm số . 
 

2.  Đạo hàm của tích 2 hàm số : 
  )(').()().(')().( / xgxfxgxfxgxf  . 
 

Ví dụ 2:   
 f(x) = x3 ,     f’(x) = 3x2   ;      g(x) = sinx  , g’(x) = cosx , 
           ( x3sinx)’   =    3x2sinx  +  x3cosx . 

3.  Đạo hàm của thương hai hàm số: 

 
/

2
( ) 1 '( ) ( ) ( ) '( )
( ) ( )

f x f x g x f x g x
g x g x

 
  

 
 

 
Ví dụ 3:   
 f(x) = x4 ,  f’(x) = 4x3 ;                    g(x) = cosx  ,  g’(x)  = - sinx. 

             xxxx
x

xxxx
xx

x sincos4
cos

1)sin(cos4
cos

1
cos

43
2

43
2

/4













  

 
Từ các quy tắc trên  ta tính được : 

  )(')(. / xcfxfc      ,     soá  haèng:c    ,    
)(

)(.
)( 2

//

xf

xfc
xf

c









 . 

4. Quy tắc lấy đạo hàm của hàm hợp : 
 Nếu y là hàm của biến u và u là hàm của biến x thì y cũng là hàm ( hàm hợp) của 

biến x và      
/// . xux uyy                         
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Ví dụ 4:    Tính dx
dy  vaø  

dx
du

du
dy , . Biết : 

a/  y = 2 + (x2 – 4)3       
  

Giải : 

 Coi y = 2 + u3    với   u = x2  - 4 .          x
dx
duu

du
dy

2;3 2   

   
22222 )4(62.)4(32.3.  xxxxxu

dx
du

du
dy

dx
dy

 . 

b/ Cho 2
7

5
3





x

y        . 

Giải: 

Đặt 73  xu  ta có 21


u
y và   

23

2
2

2
2

2 )7(

153.5;3;5






x
xx

udx
dy

x
dx
du

udu
dy

 

       .    

c/  xxy sin3     
Giải: 

Đặt  u = x3 + sinx ,  uy  . Ta có : 

     2 2
3

1 1; 3 cos (3 cos )
2 2 sin

dy du x x x x
du dxu x x

    


dy  ,   
dx

. 

d/ 1x2x5

3y   
Giải: 

Đặt  u = x5 + 2x + 1 ;  y = 3u . Ta có    

     54 4 2 1 43 ln 3; 5 2, 3 .ln3 . 5 2 3 5 2 .ln3u u x xdy du x x x
du dx

       
dy  
dx

. 

e/  v = sin(t3  -2t + 1)  

Giải: 

Đặt  u = t3 -2t +1 ; v = sinu . Ta có 23,cos 2  t
dt
duu

du
dv

. 

Nên    )12cos(.23)23(.cos 322  ttttu
dt
dv

 . 
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Bài tập 
 
 
6.1      Tìm đạo hàm các hàm số : 
         a)  f(x) = ( x5 +1)(x2 -2x + 1)   b) f(x) = )1)(2( 3 xx   

         c)  f(x) = ( x5 + a )(x - 1)2   d)  )4)(14()( 3 xxxxf   

         e)  4

2

41
1)(

x
xxf



                         f)   f(x) = 3)1(

1
x

              

         g) 
x

xf
x




1
2)(    . 

6.2    Tìm đạo hàm : 

       a) 
5

)(
3




t
ttf      b) 

1
sin)(
2 


v

vvf           c) 7
1

2)( x
x

txf 


  

       d) f(x) = ax3 + bx2 + cx + d      e) 
dcx
baxxf




)(  . 

6.3         Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 

     a) 3 2 sin xxy      b)  102 12  xxy            c) 
5

2 1
1













x
y  

     d) y = -5x( 3x + 5)6           e) y = (1+ x3)5 - ( 1 + x3)7             f) y = ( x -4 )8.( x+ 3)9    

     g) 3)12(
15



x

     h)  33ln 3  xxy            i) y = ( ax + b)7 .   

    j)  53  xey                        k)   43 xxey                             l) 
)4ln(

1
2 


x

y     

   m )  )3sin( 4 xxy  . 
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                  §7.  ĐẠO HÀM CẤP CAO- VI PHÂN   
                             ĐỊNH LÝ L’HOSPITAL 
 
1. Vi phân của hàm số 
Định nghĩa:  
  Cho hàm  y = f(x) , vi phân của  x là  dx = x ( hằng số) và vi phân của    y là   dy = y/ dx. 
 
Ví dụ :  y = 3x2+x     thì  dy = (6x+1) dx  
 

                       
H.1             x                xx                           H.2                       x            xx   
 

Ta đã biết  x
yy

x 



 0

lim'  nghĩa là  x
yxfy




 )('' khi 0x  . Nhân 2 vế với 

   f(x)-x)f(xx(x).f'     hoaëcyx(x).f'   ñöôïc   x .  

                                             )().()( / xfxxfxxf   
Đây là một công thức tính gần đúng. 
 
 
 
Ví dụ1 :     Tính (3,01)5. 
Giải:       

Đặt  f(x) = x5  và     x = 0,01 ,    x = 3 ,    f’(x)   = 5x4.  Ta có : 
                  (3,01)5 =   f( 3+ 0,01) =   f( x + x)       f’(3).0,01 + f(3)  
                 =  5.34.0,01 + 35  =  4,05 + 243  =  247,05. 
 
Ví dụ 2:       Để tính 35 . 

 Ta xét f(x) = x  ,   
x

xf
2

1)('  .    Lấy   x = 36 ;   x = -1, rồi tính: 

35    = f( x +x)    ......... 
Từ công thức gần đúng ở trên ta có : dy y khi x  0. 
 

dy  
y  

x  

y  dy  

x
 

x
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2. Đạo hàm cấp cao : 
 
Xét hàm số          y = f(x)   =  x6 - 3x2 + x. 

     y’ =   6x5 - 6x + 1,  
lấy đạo hàm lần nữa có: //y =    (6x5 - 6x +1 )’ =   30x4 - 6 , ta gọi đây là đạo hàm cấp 2. 
Đạo hàm cấp 3 là ///y  = 120x3 ,    đạo hàm cấp 4 là y(4) =  360x2 , ..... 
Ta có thể viết ( khi x là biến độc lập ): 

2

2
''

dx
yd

dx
dy

dx
dy 






  ;  .....,  4

4
)4(

dx
ydy   , ...... 

 

3. Định lý L’Hospital:  
    Nếu f(x) và g(x) liên tục trên [a;b] và khả vi trong đó, đồng thời ,  f(c)=g(c)=0,  

g’(x)  0   và  L
xg
xf

cx


 )('
)('lim   thì  L

xg
xf

cx


 )(
)(lim . 

Ví dụ 1:    Tìm )2ln(
3lim

3 


 x
x

x
  

Giải : 

Giới hạn này có dạng  
0
0   . 

Áp dụng định lý     )2ln(
3lim

3 


 x
x

x
=    

)]'2[ln(
)'3(lim

3 


 x
x

x
=    1

)
2

1(

1lim
3






x
x

 

    
 

            

H.2     3
ln( 2)

xy
x





                        H.3  
2

1 cos
xy

x



                  H.4    ln(sin 3 )

ln(sin )
xy
x

  
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Ví dụ 2:  Tìm   x
x

x cos1
lim

2

0 
          

 
Giải : 

Giới hạn có dạng 
0
0 .  Áp dụng định lý :        

    20

cos1lim
x

x
x




=    )'(
)'cos1(lim

20 x
x

x


 = x

x
x 2

sinlim
0

=     )'2(
)'(sinlim

0 x
x

x
=     2

1
2

coslim
0




x
x

    

    ở đây đã sử dụng định lý 2 lần. (H.3) 
    
 * Chú ý: Định lý L’Hospital cũng sử dụng được khi lim có dạng 


   , tức là khi 




)(lim xf
cx

  và .)(lim 


xg
cx

 

Ví dụ 3: Tìm   )ln(sin
)3ln(sinlim

0 x
x

x   . 

Giải: 

0 0 0 0 0

cos33.ln(sin 3 ) [ln(sin 3 )]' 3cos3 .sin [3cos3 .sin ]'sin 3lim lim lim lim lim .cosln(sin ) [ln(sin )]' sin 3 .cos [sin 3 .cos ]'
sin

x x x x x

x
x x x x x xx

xx x x x x x
x

    
      

                      
0

3.( 3sin3 sin cos3 cos ) 3lim 1
sin3 sin 3cos3 cos 3x

x x x x
x x x x

 
  

 
  (H.4) 

 
                                            

Bài tập 
 
7.1        Ước lượng các giá trị sau :   a ) (4,9)5 ,   b) 82  ,    c) 3 28  . 

7.2         Cho  a)  y = x5 + 4x2 + 7      b) y = ( 7 - x )8 . Tìm dy tại x = 2 cho x    = 0,1. 
7.3        Dùng định lý L’Hospital tìm giới hạn : 

            a/  
4

2lim
22 


 x

x
x

       b/ xx
x

x  sin
lim

3

0
     c/ x

x
x ln

1lim
1




       

  d/ 1cos
1lim

0 


 x
e x

x
     e/ xx

x
x  cos
lim

2

0
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§8. CÁC HÀM BIÊN TẾ - ĐỘ CO GIÃN 
CỦA HÀM CẦU 

 
 

1. Chi phí biên tế 
Ví dụ 1: Giả sử một công ty có hàm tổng chi phí là    C(x)= 203

200
3 2  xx  (x là sản lượng và 1000  x ). 

 Khi đó hàm 3
100
3)(' 

xxC  được gọi là hàm chi phí biên tế   ( marginal cost function). Ta 

có ; C’(10) = 2,7 ; C’(20) = 2,4. Ta hiểu là tại mức sản lượng   x0 = 10   nếu tăng   1 đơn vị 
sản phẩm  thì chi phí tăng khoảng   2,7  (đơn vị tiền tệ)  .                      
                                      CxCxCxC  )()1()(' 000       cho  1x   
 

                                
  H.1             x0                  x0+1                                                             H.2 
 Tương tự hàm doanh thu biên tế là R’(x) , hàm lợi nhuận biên tế là P’(x). 
 

2. Hệ số co giãn của hàm cầu   
  Hàm cầu thể hiện tương quan giữa giá bán và lượng cầu, hàm cầu  : x = f(p)    ( x   là 
số lượng,  p là đơn giá ) với đặc tính p tăng thì x giảm. 
 
Hệ số co giãn của x đối với p   

 E=( thay đổi tương đối của x ): (thay đổi tương đối của p )    =       
/
/

x x
p p

  

Ví dụ 2:    
 Một tiệm giặt ủi thấy rằng hàm cầu của mình là   x = f(p) =   120 - 20p  (  x: kg quần 
áo, p là đơn giá $/kg). 
Ta sẽ nghiên cứu   

p
p

x
x  ;    tại 2 điểm   p = 1$   và p = 3 $  với    p=0,5$ . 

* Tại p = 1 $:        f(1) = 120 - 20 = 100;             f(1,5) = 120 - 30 = 90. 

'
0( )C x  c  

1x   

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


Giaùo trình  Toaùn Cao Caáp  Phaàn 2. Giaûi Tích 
 

ThS. TRÖÔNG QUOÁC THAÏCH     60 

 

1,0
100
10

100
10090;5,0

1
5,0










x
x

p
p

 

2,0
5,0
1,0

/
/








pp
xx

. Số này cho ta thấy giá  tăng 1 % thì nhu cầu giảm 0,2 %. 

 
* Tại p = 3$ :        f(3) = 120 - 60 = 60 ;              f(3,5) = 120 - 70 = 50. 

60
10

60
6050;

3
5,0










x
x

p
p

. 

 

1
60
10:

3
5,0

/
/








pp
xx

 

 ( giá tăng 1 % thì nhu cầu giảm 1 % ). Hệ số co giãn 
/
/

x xE
p p





 

 So sánh tại  2 điểm ta thấy tại p = 3$ việc tăng giá sẽ ảnh hưởng mạnh hơn tới nhu 
cầu so với việc tăng giá tại mức giá    p = 1 $. 

Hàm co giãn của  cầu:  

Ta biến đổi      














p
x

x
p

pp
xx

/
/

 ,       mà )('lim
0

pf
p
x

p






. 

Từ đó :     x
p

pf
pp
xx ).('

/
/





      ta gọi đây là hàm co giãn của  cầu và ký hiệu là     E(p). 

)(
).(')(

pf
ppfpE    

 Lấy lại ví dụ trên x = f(p) = 120 - 20p   thì  20)(/ pf  từ đó   

E(p)  =  -20. p
p

20120       = p
p



6   

Tính được E(1) = 



16

1  - 0,20  ( hiểu là tại mức giá p=1 hệ số co giãn là - 0,20 ) 

   E(3) =  -1;     E(4) = - 2) . 
 
 
                    
                                           
Ví dụ 3:  
Hệ số co giãn của một số mặt hàng tại Mỹ (2002): 
- Co giãn mạnh :      Đồ gỗ : - 1,26  ;     Xe hơi : - 1,14 ; .... 
- Không co giãn  :   Thực phẩm : - 0,58 ;     Quần áo : - 0,49 ;     Sách báo : -0,34 ; ... 

( Nếu 1)( pE ,    ta nói “ cầu không co giãn  “ ). 
Hệ số co giãn biểu thị phản ứng của người mua đối với việc tăng giá . 
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Bài tập 
 
 
8.1      Giả sử dầu thô trên thế giới có hàm cầu là : x = 63.000 + 50p - 25p2 ,( 500  p ). 
       ( x : triệu barrel/ ngày .  p: $/ barrel ). 

a)   Tìm hàm co giãn. 
b) Tìm hệ số co giãn tại mức giá p = 30$ ; p = 40$. 
 

8.2   Hàm cầu của một loại hàng là 2)4(
600



p

x  , tìm hàm co giãn E(p) . Tìm E(6) , E(12) ; 

nêu ý nghĩa của sự khác biệt. 
 
8.3   Tháng 12-2005 giá vàng SJC tại thành phố K. tăng từ 950.000 đ/chỉ lên 1.080.000 

đ/chỉ , lượng tiêu thụ giảm 30%, trong khi đó giá xăng từ 10.000 đ/lít  tăng thêm 500 
đ/lít , lượng tiêu thụ giảm từ  1.250.000 lít/ngày xuống còn 1.150.000 lít /ngày. Tìm hệ 
số co giãn của 2 mặt hàng này ? 

 
 

8.4     a) Tìm hàm chi phí biên tế C’(x) nếu C(x) = 21000 3 x  

         b) Tìm hàm doanh thu biên tế  R’(x) nếu R(x) = 32000 2 x  
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§9.  CỰC ĐẠI VÀ CỰC TIỂU CỦA HÀM SỐ 
 
 

1. Định lý về sự tăng ,giảm :  
 
Nếu   f’(x0) > 0   thì tại   x0 hàm  f(x) tăng.   Nếu f’(x0) <  0  thì tại  x0 hàm  f(x) giảm. 
Xét tại điểm   x1  với  x = x2 - x1   và x  0. 

Nếu 00lim'
0










 x

y
x
yy

x
, vậy hàm tăng.  

Ví dụ 1 :                         

                     

H.1 y = 4x2-6x-1 và y/ = 8x-6  H.2  y = 23
3
4 23  xxx  và y/ = 4x2-6x-1 

 2. Ví dụ về cực đại:  
 Công ty M bán hàng theo phương thức giao hàng tại nhà, có hàm lợi nhuận là 

8060
3
5)( 2  xxxP   ( x là số nhân viên giao hàng). Sau tám tháng hoạt động, số liệu 

về lợi nhuận từng tháng được biết là : 
 
Tháng thứ 1 2 3 4 5 6 7 8 
x(người) 4 8 10 16 18 21 24 16 
P( lợi 
nhuận) 

133 293 353 453 460 445 400 353 

 
 Giám đốc công ty nhận ra rằng : Lúc đầu khi tăng số nhân viên thì doanh số tăng 
dẫn đến lợi nhuận tăng theo. Tuy nhiên, khi số nhân viên lên đến   18   người thì mức tiêu 
thụ ở địa bàn đã bão hoà, việc tăng thêm nhân viên chỉ làm cho chi phí tăng ,như vậy lợi 
nhuận giảm.   Tóm lại lợi nhuận đạt cực đại khi số nhân viên là   18. (H.3) 
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Lợi nhuận cực đại 
        H.3 

3.  Cực trị và điểm dừng: 
  Ta nói hàm y= f (x) đạt  cực đại tại  x= c nếu tại đây  hàm số chuyển từ  tăng sang 
giảm   ( tương tự: Hàm số đạt  cực tiểu nếu tại  x = c hàm số chuyển từ giảm sang tăng).  Ta 
thường nói đây là cực trị địa phương . 
 

       
 
           H.4  y cực trị                                                     H.5 
 
Cực trị: Cực đại và cực tiểu có tên chung là cực trị . 
Điểm dừng : Ta nói c là điểm dừng nếu cxxf )(/ = 0 hoặc cxxf )(/ không tồn tại. 

 Ví dụ 2:     Về  một hàm số có 4 điểm dừng : 
                Đồ thị của f(x)                                              và    f/(x)                                             

                        
       H.6 Đồ thị f(x), 4 điểm dừng.                        H.7  Đồ thị f/(x) 
                                                      

 
 Để tìm cực trị   ( cực đại và cực tiểu)   của hàm số chúng ta có một công cụ hữu hiệu 
là đạo hàm. 

Định lý  :  

y cực đại 

y cực tiểu 
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 Nếu f(c ) là cực trị thì  x = c là điểm dừng,  tức là f’(c ) = 0 hoặc không tồn tại. 
 
Ví dụ 3:  
 Hàm   y =  /x-1/+2 có cực tiểu tại x = 1,  tại đây y/ không tồn tại   (H.8). 
 

f/ (x)         f(x)     
 
                            H.8  
Từ hai định lý trên ta xây dựng được quy tắc để tìm cực trị của hàm số:      

4. Quy tắc tìm cực trị : 
a- Tìm điểm dừng :  giả sử  x = c là điểm dừng. 
b- Xét sự đổi dấu của    y’ tại c .  Nếu y’ đổi dấu từ   + sang -   thì    f(c ) là cực đại; nếu    

y’    đổi dấu từ   - sang +    thì   f(c )   là cực tiểu. 
Ví dụ 4:   Tìm cực trị của y = 2x3 - 3x2 - 12x + 12 . 
   Giải :    
 y’ = 6x2 - 6x -12 ;      2  x    hoaëc  1020' 2 xxxy . 
Hàm có 2 điểm dừng:    x = -1   và x = 2. 
Lập được bảng biến thiên: 

x  -∞   -1   2   +∞  
y’               +            0         -         0            + 
y                 19     +∞  
 

               -∞      -8 
 

                                  
                                               y/>0                      y/<0                        y/>0       
 

H.9   y = 2x3 - 3x2 - 12x + 12 
 
 

f’(x) f(x) 
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Ví dụ 6:  
 Tìm cực trị của hàm số y = ( x -2 )2/3 + 1. 

Giải:     Tìm điểm dừng :        y’ = .
2

1.
3
2)2(

3
2

3
3
1






x
x  

Điểm dừng duy nhất là : x = 2, tại đây y’ không tồn tại. 

Xét dấu của y’ :   y’(1)   = 0
1

1.
3
2

3



       ;        0

1
1.

3
2)3('

3
y ,  y/ đổi dấu. 

Vậy      y(2) = 1   là cực tiểu.    (H.10) 
 
                        Đồ thị của  f(x)                          đồ thị của f/(x) 
 

                    
            H.10    y = ( x -2 )2/3 + 1.                                                            
 

5.  Dùng y’’ như thế nào ? 
 
Ta thấy nếu tại x = c, y’chuyển từ âm sang dương, nghĩa là y’ tăng; y’ tăng nghĩa là đạo 
hàm của nó ( y’’) dương. 
Vậy :    Nếu  y’(c ) =0    và     y’’(c ) > 0         f(c ) là cực tiểu. 

                                 [y’’(c ) < 0        f (c ) là cực đại.] 
 

Ví dụ  7:   Xét y = xxx 8
6

11
9

23
    ,     y/ = 8

3
11

3

2


xx     ,        y// = 3
11

3
2


x

 

                  y’ = 0    khi     x = 3 và    x= 8. 

                 y’’(3)  =  2  - 
3

11  < 0  có cực đại, y’’(8) = 
3
5  > 0 có cực  tiểu. (H.11) 

             
       H.11             y//<0                                 y//>0 
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6.  Điểm uốn 
 Trên đồ thị ta  (H.11) để ý điểm x = 5,5. Tại đây y’’ chuyển từ âm sang dương. y’   
từ giảm chuyển sang tăng. Điểm U [ 5,5   ;   f(5,5)  ] gọi là điểm uốn của đồ thị của hàm   
y = f(x). 
 
7.  Max và min  (Cực trị tuỵêt đối)                       

 

                        H.12. y = xxx 8
6

11
9

23
     

         

Ví dụ 8 : Xét hàm   y = xxx 8
6

11
9

23
   trong ví dụ 4  trên đoạn  [0;10  ] ta thấy hàm có cực 

đại là fCĐ = 10,5 và cực tiểu là  fCT = 3.6, ở hai đầu mút f(0) =  0, f(10) = 7,8. 
 Vậy giá trị nhỏ nhất của hàm trên đoạn [0;10] là min = f(0 ) = 0 và giá trị lớn nhất 
của hàm trên đoạn này là max = f(3) =  10,5.  
 Từ đây ta rút ra quy tắc để tìm  Max ( maximum ,Giá trị lớm nhất) và Min 
(minimum,Giá trị nhỏ nhất ) của một  hàm số trên một đoạn [a,b] gồm các bước : 

- Tìm các cực trị nếu có trong (a;b) . 
- Tính   f(a) , f(b) . 
- So sánh các giá trị tìm được và rút ra   fmax , fmin . 
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Bài tập 
 
9.1       Tìm cực trị của các hàm số : 
       a) y = x2 – 4x – 5  b) y = 5 + x- x2  c) y =f(t)= 1 + 6t + 3t2 
       d) y = x3 – x2 – x + 2  e) y = x3 -3x + 6  f) y = 3x2 – 2x3 
       g) y = x3 – x4   h) y = x4 – 8x2 + 3  i) y = 1 – x2/ 3 
       k) 

1
8

2 




x
y    l) 3 xy   . 

9.2       Vẽ đồ thị của các hàm số trên. 
9.3        Tìm cực trị của các hàm số : 

a) y = 3x4 – 16x3 + 18x2    b) y = ( x+1 )2/ 3  c) y = x4 – 6x2 

d) 
12 


x

xy      e) y = f(t) =
1

3
2 t

  f) 24 xxy   

9.4      Một con kênh đào rộng 5 mét có một khúc quẹo là một góc vuông .Người ta thả các   
cây gỗ trôi theo kênh .Tính chiều dài tối đa cây gỗ trôi lọt qua khúc quẹo này. 
9.5     Nếu hàm chi phí sản xuất là C(x) = 1,1x2 + 10x + 80,  

hàm doanh thu là        R(x) = x2 + 100x ( x là sản lượng ).  
Phải bán được bao nhiêu sản phẩm để thu được lợi nhuận tối đa ? 

9.6 Một tấm nhôm vuông cạnh là 60cm, cắt bỏ đi ở mỗi góc một hình vuông nhỏ bằng 
nhau rồi gấp lên sẽ có một cái hộp ( không có nắp) . Hình vuông bị cắt bỏ có cạnh là 
bao nhiêu để hộp có thể tích lớn nhất? 

9.7  Công ty R xác định được hàm cầu là p = 150 – 0,5x ( x là số lượng, p là đơn giá), 
hàm chi phí sản xuất là C(x) = 4000 + 0,25x2. 
a) Tìm hàm doanh thu R(x). 
b) Tìm hàm lợi nhuận P(x) , phải bán bao nhiêu sản phẩm để có lợi nhuận tối đa ? 

9.8 Một đoạn thép dài 24cm được cắt làm 2 rồi uốn thành một hình vuông và một 
hình tròn .Phải cắt như thế nào để tổng diện tích hai hình nhỏ nhất? 

 
9.9 Có 2 thành phố A và B hình thành ở 2 bờ của một con sông. Người ta dự kiến làm 

một cái cầu và 2 con đường nối 2 thành phố. Nên đặt cầu ở địa điểm nào để   cho 
đường đi từ A tới B ngắn nhất ? (Cho a=2 ,b=3 ,r=1 ,p=5). 

            A 
     a (km)  

 
 

  cầu                r(km) 
 
                                    b(km) 

        B    p(km) 
 
9.10      Tìm a và b là hai số dương đồng thời thỏa mãn : a + b2 = 1 và V = a.b2 lớn 

   nhất ? 
 
 
Chương II   
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TÍCH PHÂN 
 
               

           §1. NGUYÊN HÀM VÀ TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 
 
 

1. Nguyên hàm :  
 

Biết    f(x) = 2 ,   Tìm  F(x) sao cho  F/(x)= 2.  
Cho    g(x) = 3x2 , tìm   G(x) sao cho G/(x)=3x2 
Ta có  F(x)=2x   ,G(x)=x3 

Ta gọi    F(x)= 2x là nguyên hàm của    f(x). G(x) là nguyên hàm của    g(x). 
 
Định nghĩa : Hàm   F(x) được gọi là nguyên hàm của   f(x) nếu  F’(x) = f(x). 
 
 Ta thấy  F(x)= x3 ; F(x) =  x3 + 2 ; F(x) =  x3 - 0,5   đều là nguyên hàm của  f(x) = 3x2 , 
chúng đều có dạng  x3 + C   với C là hằng số tuỳ ý. 

  Ta ký hiệu tập hợp tất cả các nguyên hàm của   f(x) là   dxxf )( . Nghĩa là : 

  CxFdxxf )()(  

                                                     (    )()(:)()( / xfxFCxFdxxf ) 
 

 dxxf )(     được gọi là tích phân bất định của   f(x),  là dấu tích phân ;   f(x) là hàm dưới 
dấu tích phân;   x là biến lấy tích phân. 
Ví dụ 1:   

a) Cxdx  22   b) Cxdxx  323     c) Ctdt  22 . 
Các đường cong     y =  x3  -3, y = x3  , y = x3+5  (H.1)  là  các nguyên hàm của f(x) = 3x2. 

             
      H.1                           Các đường cong  y = x3+C 
 

2. Tìm tích phân bất định : 
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CÁC  QUY TẮC CƠ BẢN 
 

a) Ckxkdx   , k là hằng số. 

b)   dxxfkdxxkf )()(  

c)     dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

d) 1;
1

1







 nC
n
xdxx

n
n  

Ví dụ 2 :  
 a)   Cxxdxxdxdxx   322 23232  

 b) CxCxdxxdxx 





 3
12

22
3
5

12
.555  

Ví dụ 3:  
 Biến đổi trước khi sử dụng Quy tắc  

a)   





 C
x

Cxdxxdx
x 2

2
3

3 2
1

2
1   

b) CxCxdxxdxx 






 2
31

2
1

2
1

3
2

1
2
1  

c)   
























 
CxxCxxdxxxdx

xx
xdx

x
x 2/13/2

2/12/3
2
1

2
1

2
3
2

2
1

2
3

11
 

d)   CxxxCxxxdxxxx 




















 235

235
24

2
1

3
5

5
3

23
5

5
353  . 

e)    .3
2

4
3

)34()3)(1(
23

2 Cxxxdxxxdxxx  

 
Ví du 4:  Tìm hàm chi phí sản xuất: 
 

  Tại Công ty Quỳnh An, chi phí biên tế của sản phẩm thứ x là C’(x) = x3 + 2x. Tìm 
hàm tổng chi phí C(x), biết định phí là   45$. 
Giải:  

C(x) =   KxxdxxxdxxC   2
4

3/
4

2)( , (ở đây K là hằng số ). 

Biết    C(0) = 45$,    ta có : C(0)   = 450
4

0 2
2

 K .    Vậy K = 45 và 45
4

)( 2
4

 xxxC  

                                                      

                                                        Bài tập 
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1.1        Kiểm tra lại các đẳng thức sau bằng cách lấy đạo hàm vế phải và thấy rằng đạo hàm 

này bằng với hàm dưới dấu tích phân: 
 

a)  







 C

x
dx

x 34
39

    b)  







 C

x
xdx

x
x 114 4

2
3  

c) Cxxdxxx  4
3

)2)(2(
3

  d) Cudu
u

 84
 

 
1.2    Tìm các tích phân bất định: 

a)  












 dxxx 132 3

4

           b)  dxx3 2      c)  dx
x4
1

 

d)  















dxxx 2

1

2             e)    duuu 13 2        g)   dxxx )56)(1(  

h)  dyyy2  . 
 
1.3     Tìm hàm chi phí nếu : 
 

a) 85
dx
dC ; định phí : 5.500$ 

b) 10
50
1

 x
dx
dC  ; định phí : 1.000$. 

 
1.4      Tính các tích phân : 

a)  dxx6
  b)  dx2             c)  dxx 4

1

  d)   dxxx )1( 2  

e)    dttt 322  f)  dxe x85   g) dx
x

1000
       h) 

 dx
x3 2

6
 

i)   dxe x28   k)  dttt  )1(  l)  dx
x 10ln

1
      m)  

 dx
x

x
1
12
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§2. CÁC PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN 
 
 
 
 

1) Cedxe xx    2) Ce
a
bdxbe axax   3) C

a
adxa

x
x  ln  

4) Cxdx
x

 ln1
  5) Cxxdx  cossin  6) Cxxdx  sincos  

7)   duufdx
dx
duuf )()(  . 

1. Vài ví dụ: 

Ví dụ 1: a) Cdx
x

x  5ln
55  

   b) Cxdx
x

 ln77
 

Ví dụ 2:   

a) Tính I =    xdxx 653
32  

Đặt    u = 3x2 +5 ;     x
dx
du 6 ;      f(u) = u3 . Có : 

I = 4
)53(

4
)()(

424
3 

 
x

Cuduuduufdx
dx
duuf  

b) I =  dxe x44  

Đặt     u = 4x;    4
dx
du

;     f(u) = eu . Có : 

I =    CeCedueduufdx
dx
duuf xuu 4)()(  

c) Tính I =   dxxx 132 2
 

Đặt     u = 3x2 + 1 ;    x
dx
du 6  ;    f(u) = u1/2.       Có : 

I =   CxCuduuduufdxxx   2
3

2
2/3

2
1

2 132
2/33

1
3
1)(

3
1136

3
1

 

 

2.  Tích phân bằng phương pháp đổi biến : 

CÁC CÔNG THỨC TÍCH PHÂN CƠ BẢN 
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Nhớ lại  công thức tính vi phân hàm số   :    dy = y’dx.   ( dx
dy

y ' ) 

Ví dụ 3 : 
 a)  Cho   y =  x3 , tìm dy . 

 23x
dx
dy

     nên    dy = 3x2dx 

b)  Cho    u =  lnx,    tìm du . 

  xdx
du 1

      nên  dx
x

du 1
  

c)  Cho    y =  
2xe , tìm dy . 

 
2

2 xxe
dx
dy

   nên   
2

2 xdy xe dx  

Ví dụ 4:  
 Đổi biến để tính tích phân  

a) Tính I =  
dx

x
x

21
2

 

 Thấy tử số chính là đạo hàm của mẫu .   Đặt u = 1 + x2 ; du = 2xdx . Có : 

      CxCu
u
duI )1ln(ln 2      ( bỏ dấu giá trị tuyệt đối vì  1 + x2 > 0) 

b) Tính  
 dx

x
xI

22 )1(
2

 

       Thấy tử số là đạo hàm của phần trong ngoặc ở mẫu. Đặt     u = 1 + x2 ;du = 2xdx Có :  

   








 C
x

Cuduu
u
duI

2

1
2

2 1
1

1  

c) Tính I =  
dx

x
x

22 )1(
7

 

 Đặt   u = 1 + x2 ;    du = 2xdx.   Có : 

   












 C

x
C

uu
dudx

x
xI

2222 1

1
2
7)1(

2
7

2
7

)1(

2
2
1.7  

d) Tính  I =  
dx

e
e

x

x

3

3

1
 

 Đặt    u = 1 + e3x ;    du = 3e3x dx.   Có : 

 CeCudu
u

I x   )1ln(
3
1ln

3
11

3
1 3
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3.  Phương pháp tích phân từng phần : 

Nhớ lại rằng    ( uv )’ =    u’v + uv’, hay      dx
dvu

dx
duv

dx
uvd


)(

 

 Ta lấy tích phân hai vế theo x , ta có: 

  udvvduuvuvd )( ,   từ đây có công thức :   

udv uv vdu    
Ví dụ 5: 

 a)  Tính  dxxeI x  
 Đặt  u = x            thì     du = dx       

 dv = exdx     thì    xx edxev    ( ta bỏ C vì  sẽ bị triệt tiêu sau này). 

 Do đó    I = Kexedxexe xxxx     

b)  Tính   dxxxI 1  
 Đặt  u = x - 1      thì      du = dx  và  x = u + 1, có: 

 

5 3
1 3 1 5 32 2
2 2 2 2 22 2( 1) ( 1) ( 1)5 3 5 3

2 2

u uI u u du u u du C x x C
 

            
 

   

c)  Tính  xdxxsin . Đặt u = x , dv = sinxdx 

d)  Tính  xdxx ln . Đặt u = lnx, dv = xdx 

e)  Tính  dxex x2 . Đặt u = x2 và sử dụng công thức tích phân từng phần hai lần.                                        
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                                                     Bài tập  
 
2.1      Tính các tích phân: 

        a)   dxx 4)2(           b)  
dt

t 2)9(
2

  c)   dxx1  

       d) dx
xx

x
 


23

212
  e)  

dx
x 3)15(

1
  g)  

dx
x 1
1

 

       h)   
dx

e
e

x

x

3

3

1
           i)  

dx
x
x

1

2
                       k)   dxxx 42  

2.2      Tính các tích phân: 

       a)  dxe x5
  b)  

dx
x

x
4)1(

    c)  
dx

x
x

2)13(  

       d)   
dt

t 1
1

  e) 
 dt

t
t 12

    g)  dxxe x3
  

        h)   dxex x2   i)  xdx2ln           k) dxxex
2
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§3. TÍCH PHÂN CỦA PHÂN THỨC HỮU TỶ  )(
)(

xq
xp  

 
 

Để tính tích phân I =  

 dx
xx

x
6

7
2 người ta đã biến đổi như sau : 

                          
2

1
3

2
)2)(3(

7
6

7
2 













xxxx

x
xx

x  

Vậy:       Cxxdx
xx

I 











  2ln3ln2

2
1

3
2

 . 

*** Quy tắc chung tính tích phân của   với p(x) , q(x) 
là đa thức : 
Tiến hành các bước sau : 
- Thực hiện chia đa thức nếu bậc của p(x) lớn hơn hoặc bằng bậc của q(x): 

)(
)(

)(
)(
)( 2

1 xq
xp

xp
xq
xp

  . 

- Thừa số hoá q(x). 

- Bằng phương pháp đồng nhất hệ số  đổi )(
)(2

xq
xp

 thành tổng của các phân thức đơn giản . 

 
Ví dụ 1: 

 a)  Tính I =  

 dx
xx

x
6

7
2  

 Thừa số hoá mẫu số. Ta có:   x2 - x - 6 = (x-3)(x+2) ( với  3 và    -2   là   2 nghiệm 
của phương trình x2 - x - 6 = 0  ). Từ đó ta  phân tích: 

)2)(3(
)3()2(

23)2)(3(
7

6
7

2 

















xx

xBxA
x

B
x

A
xx

x
xx

x
 

Vậy            )2)(3(
)3()2(

6
7

2 






xx

xBxA
xx

x
 

Để ý tới   2 tử số ở hai vế      [ x + 7 ]      và [ A(x+2) + B(x-3) ]. 
Cho     x = -2 , có  vế trái là  [ -2+7 = 5 ]   và vế phải là    B5       -5B = 5       B = -1. 
Cho       x = 3, có vế trái [ 3+7 = 10 ]      và vế phải là [ 5A] ,     suy ra A = 2 . 

Vậy   2
7 2 1

6 3 2
x

x x x x


 
   

 nên   

2
7 2 1 2ln 3 ln 2

6 3 2
x dx dx x x C

x x x x
                

 

b)  Tính  2
7

( 3)( 2)
xI dx

x x



    

( )
( )

p x
q x

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


Giaùo trình  Toaùn Cao Caáp  Phaàn 2. Giaûi Tích 
 

ThS. TRÖÔNG QUOÁC THAÏCH     76 

Tương tự ta viết:  22 )2(23)2)(3(

7














x

C
x

B
x

A

xx

x
      

Và sau các bước biến đổi ta có: 22 )2(

1
)2(5

2
)3(5

2

)2)(3(

7














xxxxx

x
 

nên ta có: C
x

xxI 



2

1/2ln/
5
2/3ln/

5
2

 

c)  Tính  



 dx

xx

xI
3)2(

7
 

Ta viết   323 2)2(

7

x

D

x

C
x
B

x
A

xx

x








    

Và sau các bước biến đổi ta có :  323 2

7

4

5
8
5

)2(8
5

)2(

7

xxxxxx

x








 

Vậy 3 2 3
7 5 5 5 7( )

( 2) 8( 2) 8 4 2
xI dx dx

x x x x x x


     
     

                                    2
5 5 5 7ln 2 ln

8 8 4 4
x x

x x


      

d)  Tính  


 dx

xx
xxI 34

5 1
. 

Giải:  

Thực hiện phép chia : 34

3

34

5 111
xx

xxx
xx

xx








 

Ta có: 
3 3 2 3

4 3 3 2 3 3

1 1 ( 1) ( 1) ( 1)
( 1) 1 ( 1)

x x x x A B C D Ax x Bx x C x Dx
x x x x x x x x x x
         

     
   

 

3 2 2 3 3 2

3 3

( ) ( ) ( )
( 1) ( 1)

Ax Ax Bx Bx Cx C Dx x A D x A B x B C C
x x x x

             
 

 
. 

Vậy 
3 3 2

4 3 4 3
1 ( ) ( ) ( )x x x A D x A B x B C C

x x x x
         


 

 

Để     x3 + x -1 = x3( A+D) + x2(-A+B ) + x(-B+C ) – C  , ta có hệ phương trình: 
















1
1
0

1

C
CB
BA

DA

                A = 0,    B = 0,    C = 1 ,    A = 1.    

 Vậy : 
5

4 3 3
1 1 11

1
x x x
x x x x
 

   
 

     

Do đó: 

        
5 2

4 3 3 2
1 1 1 11 ln 1

1 2 2
x x xI dx x dx x x K
x x x x x
                   . 
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Bài tập 
 

3.1      Tính các tích phân : 

       a)  
dx

x 1
1

2   b)  

 dx
x 16

2
2   c)   xx

dx
23

 

       d)   2
3

2 xx
dx

  e)  

 dx
xx
x

12
5
2             g)  

 dx
x

x
2)1(

34
 

      h)  

 dx
xxx
xx

)12(
133

2

2
.                                                  i)  

 dx
xxx

x
)3)(2)(1(

43 2
 

 
3.2   Công ty cho biết chi phí biên tế để sản xuất ra sản phẩm thứ x là  

      
1000

5
2 


x

x
dx
dC

, khi x = 225 thì chi phí là 1136,06 $. Tìm chi phí để sản xuất : 

     a) 500 sản phẩm?       b)  1000 sản phẩm ? 
 
3.3    Ký túc xá có 500 công nhân , sáng chủ nhật lúc 8 giờ có 6 công nhân đưa tin   “ siêu  

thị giảm giá 20% “. Đến 10 giờ đã có 180 công nhân biết tin này. Cho rằng  tốc độ 

truyền tin là ).500( NkN
dt
dN

  N là số người biết tin, t: thời gian (giờ), k là hằng số 

chưa biết. 
a)  Tìm hàm N = N(t) 
b)  Đến 2 giờ chiều số người biết tin là bao nhiêu ? 
c) Đến mấy giờ thì có 90% số người trong ký túc xá biết tin  ? 
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§4. TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
 

 
1. Bài toán diện tích : 
                               n = 4  

      
   H.1        H.2   
  
              n = 9        n  

                                                              
                 H.2                     H.3      
 
 
Để tính diện tích hình thang cong    ABCD (H.1) ta chia đoạn   ( a; b)    thành 4 phần bằng 

nhau độ dài mỗi đoạn là 4
abx 

 (H.2). Nếu diện tích thực sự của hình thang cong   

ABCD la    S thì     
S  Tổng diện tích 4 hình chữ nhật : 

              S = f(x1).x + f(x2). x + f(x3) .x + f(x4) x = 



4

1
).(

i
i xxf    (H.2) 

Đặt n
abx 

  ta thấy nếu n càng lớn , x càng nhỏ và tổng các hình chữ nhật   





n

i
i xxf

1
).(  càng gần với S    (H.2 và H.3),    nghĩa là   

1
lim ( ).

n

in i
S f x x




     và gọi đây 

là tích phân xác định của   f(x) trên  [a,b]. 

C 

B 
D 
A 

S 

a b 
B 

1x  2x  3x  4x  

D 

A 

C 

C 
C 

B B A A 

D D 
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 Ta ký hiệu:   





n

i
i

n

b

a

xxfdxxf
1

).(lim)(     

( a đọc là cận dưới, b là cận trên của tích phân xác định ). 
Nếu giới hạn này tồn tại ta nói là f(x) khả tích trên [a;b]. 

 Công thức Niutơn-Lepnit :  
Nếu hàm f(x) liên tục trên [a;b]  , có nguyên hàm là F(x) thì  
 

( ) ( ) ( ) ( )
b

b

a
a

f x dx F x F b F a    

 
Ví dụ 1:  Tính diện tích hình thang cong    ABCD   trên hình H.4 ,giới hạn bởi các đường    

y = 1
2

2


x   ,trục Ox , hai đường thẳng    x =1 và   x = 4  . 

          
     H.4      f(x)= 1

2

2


x              

 
Giải: 

Dùng công thức trên có : 

S = 2
271

6
14

6
4

6
1

2

33
4

1

34

1

2












































 xxdxx

    (đvdt) 

 

2. Các tính chất: 
       Nếu f(x) và g(x) là các hàm liên tục trên đoạn [a;b] thì : 

a)  
b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()(   ; k : hằng số. 
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b)    
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

c)  
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  với a < c < b 

d) 0)( 
a

a

dxxf     e)  
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( . 

- Nếu f(x) là hàm chẵn ( tức là f(-x) = f(x) ) thì :  


aa

a

dxxfdxxf
0

)(2)( .    (H.5) 

- Nếu f(x) là hàm lẻ ( tức là f(-x) = - f(x) ) thì : 0)( 


a

a

dxxf .   (H.6) 

 

                           

      H.5. Hàm chẵn f(x) = x2+1, 



4

4

2 )1( dxx               H.6. Hàm lẻ f(x) = x3 , 


4

4

3dxx                                     

3. Giá trị trung bình của hàm số: 
Nếu f(x) liên tục trên [a;b] thì giá trị trung bình của f(x) trên đoạn này là : 

_ 1( ) ( )
b

a

f x f x dx
b a


   

 
Ví dụ 2: 

Cho     f(x)  = 3
6
1 2  xx   ,  tìm giá trị trung bình của hàm số trên   [ -4 ;5]. 





5

4

2 42)3
6
1( dxxx    Vậy   67,4

9
42)( 


xf    (H.7) 
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                                            H.7.      f(x)= 3
6
1 2  xx                               

                      
Ví dụ 3:   
  Hàm chi phí  sản xuất  một lọai sản phẩm là : 

0,($)15,13001,0005,0 2  tttC  
t: thời gian (tháng) . 

Tìm chi phí sản xuất trung bình cho một sản phẩm trong năm thứ 2. 

Giải: 
Ta tính giá trị trung bình của C trên đoạn   [ 12; 24 ]: 

  
 24

12

2 15,1301,0005,0
12
1 dtttC  

   ($)01,1515,13
2

01,0
3

005,0
12
1

24

12

23













 ttt  

4. Diện tích giới hạn bởi hai đường cong: 
 Nếu   f(x) và g(x)   liên tục trên  [a;b] và   g(x)   f(x)  thì diện tích của miền giới 
hạn bởi các đồ thị    f(x)  , g(x) ,  x = a ,   x = b là : 

 
b

a

dxxgxfA )]()([ . 

Ví dụ 4:  
a)  Tìm diện tích miền giới hạn bởi đồ thị của f(x) = x2 + 2 và g(x) = x trên đoạn [0;1].  
(H.8) 

Giải : 

tích dieän vò ñôn  
6

112
23

])2[(
1

0

231

0

2 











  xxxdxxxA . 
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  H.8.   y = x2+2 và y = x                                               H.9   y = 3x3-x2-10x  và y = - x2 +2x 
 
b)  Tính diện tích miền giới hạn bới  2 đồ thị        f(x) =    3x3 - x2 -10x và 
                                                                                g(x) =    -x2 + 2x.      (H.9) 

Giải : 
Tìm giao điểm của 2 đồ thị 

3x3 - x2 -10x =   - x2 + 2x 
      3x3 - 12x =   0 
    3x( x2 - 4) =    0         x = 0 ;   2 ;   -2. 

Đồ thị cắt nhau tại 3 điểm. 
Diện tích cần tìm  là A :    A  =  A1+A2 

   



0

2

223
1 )]2()103[( dxxxxxxA 126

4
3)123(

0

2

2
40

2

3 














 xxdxxx      

    
2

0

3
2

0

232
2 123)103()2( dxxxdxxxxxxA    126

4
3

2

0

2
4













 xx

. 

Vậy :                      A  = A1 + A2 = 24  (đvdt) . 
 
Ví dụ 5 :  
 Đầu năm công ty Tiền phong  dự kiến chi phí điện cho văn phòng công ty cả năm là 

25)(1  ttC  (ngàn $), ( t: tháng). Nhờ chính sách tiết kiệm nên cuối năm công ty nhận 

thấy tiêu thụ thực tế luôn thấp hơn dự kiến và có phương trình là 5
20

)(2 
ttC .Tính ra cả 

năm công ty tiết kiệm được bao nhiêu? (H.10) 
Giải: 

1,35
40

)25(
3
25

20
25)(

12

0

2
2
312

0

12

0
21 





















   tttdtttdtCC (ngàn$) 
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            H.10   25)(1  ttC ; 5
20

)(2 
ttC  

5. Dùng máy tính bỏ túi 

      Ví dụ 6 :  Phải tính  dx
x

1

0

sin
  .Ta chia đoạn    [0;1]   thành 5 phần  như vậy   2,0x , 

      cho  
sin( ) xf x

x
 , dùng máy tính tính được  :        

x 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
f(x) 0,993 0,974 0,941 0,897 0,842 

      

      dx
x

1

0

sin
      Tổng diện tích 5 hình chữ nhật = 

                0,2 .( 0,993 + 0,97 4+………………..+ 0,842)=0,2 x 4,641 =    0,929 (H.12)  (Tất 
nhiên là x càng nhỏ thì độ chính xác càng cao) 
  
              Diện tích đúng là 0,946  (H.11). 
 

                                          
         H.11. Diện tích là 0,946                                                        H.12. Diện tích là  0,929 
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Bài tập 
 
4.1        Tính các tích phân xác định : 

a)  
5

0

)1( dxx    b) 



0

1

)12( dxx         c)  
1

0

2)12( dtt  

d)  



1

1

3 2 dtt    e)  



0

1

3231 dttt //   g)  

4

0
12

1 dx
x

 

h)  
1

0

2 dxe x
   i) 



1

1

4 dxx    k) dx
x

x

 

2

1
2 9

 

l)  

3

0 2
2 dx

e
e

x

x
. 

 
4.2      Tốc độ tăng trưởng ( về doanh thu ) của một ngành công nghiệp từ năm  1985  đến 

1994 là :  tet
dt
dR  14,2162,1  ; Với R : doanh thu ( tỷ $) và t = 0 ứng với  năm 1985 . Biết 

doanh thu  của năm 1985 là   45,1 ( tỷ $). 
a) Tìm hàm doanh thu R = R(t). 
b) Tìm doanh thu trung bình một năm trong thời gian từ    1985 đến 1994. 
 

4.3  Tìm diện tích giới hạn bởi đồ thị của : 
a) f(x) = x2 - 6x  và g(x) = 0. 
b)  f(x) = x2 - 4x + 3 và g(x) = - x2 + 2x + 3 
c) f(x) = 3( x3 - x) và g(x) = 0 . 
d) f(x) =  1ex   , g(x) = 0 và x=1. 
e) f(x) = x2 , g(x) = 2 - x2 và x = 0 
f) f(x) = cosx và g(x) = x2  
g) f(x) = x2 , g(x) = 2 - x và y = 0. 
 

4.4  Dùng máy tính bỏ túi tính gần đúng các tích phân   : 

         a)   dxxbdxe x  
4

2

3
1

0

1)
2
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§5. ĐỔI BIẾN VÀ TÍCH PHÂN TỪNG PHẦN 
TRONG TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

 
 

1. Đổi biến và đổi cận 

Ví dụ 1: Tính  


5

1 12
dx

x
xI  

Giải: 

 Đặt u = ududxuxxux 



2

11212
2

2 . Các cận: 

11  1-2      uthì x      , 35  1-10      uthì x  

Có 
3

1

33

1

2
3

1

2

32
1)1(

2
1

2
11





















 
  uuduuuduu

u
I

3
16)1

3
1()39(

2
1





   

Ta đã không trở lại với biến cũ ( x) mà dùng biến mới (u) nhưng  phải nhớ đổi cận. (H.1 và 

H.2). Diện tích đều là   3
16

                                             

 
 

                  

Diện tích A =  

5

1 12
dx

x
x

                                       Diện tích B=  
3

1

2 )1(
2
1 duu  

 H.1    Sử dụng biến x                                                   H.2  Sử dụng biến u 
 
 
 

 

A 

B 
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2. Tích phân từng phần :   Công thức  [ . ]
b b

b

a
a a

udv u v vdu    

 
Ví dụ 2:  

 Tính  
1

0

dxxeI x
 

 I =   dxexe xx 
1

0
0
1

)(    = 1e1  - 0e0 –  (e1 - e0)   = e0    =1. 

 
Ví dụ 3:  Tính diện tích phần gạch chéo trên hình vẽ.(H.3) 
 

 
        H.3   Đồ thị của  f(x)= x2.e-x                                       
 

Giải:    

Diện tích  S =  
7

0

2 dxex x
.  

Trước hết tính   dxexI x2 . 
Đặt    u = x2           có     du = 2xdx       
         dv = xe       suy ra    v = - xe  
Theo công thức tích phân từng phần: 

   dxxeexxdxeexI xxxx 2)2()( 22
 

Để tính tích phân còn lại ở vế phải ta đặt : 
 u = 2x ,               có du = 2dx ,     
dv= xe dx   suy ra    v = - xe . 

Từ đó .22)2(22 Cexedxexedxxe xxxxx     

Vậy I = CxxeCexeex xxxx   )22(22)( 22  . 

Từ đây     S =   94,1265)22( 77

0
2

7

0

2   exxedxex xx  

S 
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                                                              Bài tập  
 
 
5.1      Tính các tích phân : 

       a)  
dx

x
x

3

2

7
3

  b)  dxe x3
           c)  dxex x43    d)  dx

x
x4ln

       

       e)   x
dx

4                        g)     dxxxxxxx )234()( 237234  

      h)   x

x

e
dxe

4
  i) dxxe x

1

0

2
2   j) dx

xx
x

 


4

1
2 1

12
 

 
5.2        Tính các tích phân : 

      a)   dxxe x2          b)  xdxx ln2    c)  dxxx 2ln  

      d)   dxx )3ln(          g)   xdxx ln)2(   h)   dxxx 2  

      i)  dxex x22          k) 
2

1

2 ln xdxx    l)  
6

2

)3ln( dxx  
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§6. TÍCH PHÂN SUY RỘNG 
 
 

Có người đã tính tích phân 



2

1
2x

dxI  như sau : 

2
31

2
11

2

1

2

1
2










 xx

dx
. Ta thấy  bất hợp lý khi so sánh 

2
3

  với phần diện tích 

tương ứng   (H.1) 
 

                       
             H.1    Diện tích bằng ?

2
3

       H.2 

Sai là ở chỗ hàm  f(x) = 
2

1
x

   gián đoạn trên   [ -1;  2 ], cụ thể là không bị chặn tại   x = 0, 

do đó không thể sử dụng công thức Niutơn - Lebnit. 
 

1. Tích phân của hàm không bị chặn : 
 
f(x) gọi la không bị chặn tại x0  nếu 


)(lim

0

xf
xx

    

Ví dụ: 
6

3)(



x

xf   không bị chặn tại x  =6. 

Định nghĩa : Nếu   f(x) liên tục trên   [a;b) và   


)(lim xf
bx

 thì ta gọi tích phân suy 

rộng của f(x) trên [a;b ] là : 

 


t

abt

b

a

dxxfdxxf )(lim)(  

 
Nếu giới hạn này tồn tại , ta nói tích phân hội tụ  (ngược lại thì nói tích phân phân kỳ ). 
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Ví dụ 1: Tính 



0

1
2x

dxI  

Giải : 

    





 























 
 11lim1limlim

0101
20

0

1
2 txx

dx
x
dx

t

t

t

t

t
. Vậy tích phân phân kỳ. 

   
 Tương tự , trong trường hợp   f(x)   không bị chặn ở cận dưới ta có định nghĩa sau : 
Nếu   f(x) liên tục trên    (a;b] và   


)(lim xf

ax
 thì ta gọi tích phân suy rộng của    f(x) trên  

[a;b] là  


b

tat

b

a

dxxfdxxf )(lim)( . 

2. Tích phân có cận ở vô cùng : 
 
Định nghĩa : Nếu   f(x) liên tục trên    [ a, + ) thì  tích phân suy rộng  

     




t

a
t

a

dxxfdxxf )(lim)(  

Nếu giới hạn này tồn tại ta nói tích phân hội tụ ( ngược lại thì tích phân phân kỳ). 
   

Ví dụ 2: Tính 



1

2x
dxI   (H.1) 

Giải : 

 111lim1limlim
11

2
1

2







 



























 txx
dx

x
dx

t

t

t

t

t . Tích phân hội tụ. 

( Với tích phân 


b

dxxf )(  ta định nghĩa tương tự ) 

Ví dụ 3 :  

Để tính tích phân suy rộng 




 dxe x
 ta phải tách thành hai tích phân 




0

dxe x
 và 






0

dxe x
.(H.3) 
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                                                      H.3  Đồ thịcủa  f(x) = e-x. 
 
Ví dụ 4:  

Để tính tích phân 
 

4

1
3)1(x

dx
,    vì  f(x) = 3)1(

1
x  không bị chặn tại x = 1, ta tách thành 2 

tích phân suy rộng    
 

1

1
3)1(x

dx
 và  

4

1
3)1(x

dx
 .   (H.4) 

      

                                            
                                    H.4  Đồ thị của f(x) = 3)1(

1
x

. 

******************************************************* 

                                                       Bài tập 
 
6.1        Tính các tích phân : 

      a) 




0

dxe x    b) 




1

2x
dx

   c) 


5
2 16x

xdx
 

      d) 




dxe x
   e) 

4

0

1 dx
x

   f)  

2

0
3/2)1(x

dx
 

     g)  

9

0 9 x
dx

              h) 

4

2
3 9

xdx
x 

    i)  

3

1 1x
dx

 

     k) 
1

0

ln xdx               l) 


0

dxxe x
   m) 




2x

dx
. 
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Chương III 

 

HÀM NHIỀU BIẾN 
 

§1. KHÁI NIỆM VỀ HÀM NHIỀU BIẾN 
********** 

 
 
 
 Bài toán 1 : Công ty M. bán 2 loại hàng    A và B ; bán một sản phẩm    A lãi 2$ ; 
Một sản phẩm B lãi 3$. Tổng lợi nhuận  tính  được là    P = 2x + 3y ( x và y là số sản phẩm  
A, B tương ứng bán được). 
 Ta có một hàm 2 biến     P(x,y) = 2x + 3y. 
 x=10    ,y = 20 thì     P=2.10 + 3.20 =  80   ta viết  P (10;20) = 80 … 
 
 Định nghĩa:  Nếu với một cặp số ( x,y) xác định được duy nhất một số z ta gọi z là 
hàm  của x và y, ký hiệu   z =  f(x,y). 
 
Ví dụ1 :  Hàm ba biến 
  u = f(x,y,z)  = 3xy + xz2 . 
 Khi đó    f( 0,0,0 ) = 0   ( x = 0, y = 0 , z = 0 thì  u = 0 ) ,  
       f( 1,1,2 ) =   3.1.1 + 1.22 =  7. 
Trong chương  này ta chỉ nghiên cứu chủ yếu các hàm 2 biến. 
 
Đồ thị của hàm 2 biến : Để vẽ đồ thị hàm 2 biến ta cần hệ trục tọa độ Oxyz vuông góc. 

                                           
        H.1  Đồthị  z= 2x+3y                                  H.2      

        
                                               H.3   Đồ thị z = 4x2- y2                                  
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Đồ thị của z = f(x,y)  là một mặt , tập hợp của tất cả các điểm có toạ   độ  ( x, y ,f(x,y) ). 

§2. ĐẠO HÀM RIÊNG 
 
 

1 . Định nghĩa :   
      Nếu trong hàm z=f(x,y) ta cố định y thì ta có hàm một biến, biến số là x, có thể lấy 
đạo hàm theo x của hàm một biến này  theo cách quen thuộc . Đạo hàm này gọi là đạo hàm 
riêng . 
 
 Cho   z = f(x,y )  , đạo hàm riêng của  z  theo x là : 

     x
yxfyxxf

x
f

x 








),(),(lim
0

     còn ký hiệu là xx fz
x
z // ;;



 

 
Tương tự đạo hàm riêng của    f(x,y)  theo y là 

    y
yxfyyxf

y
f

y 








),(),(lim
0

      còn ký hiệu là  // ;; yy fz
y
z



   

 Để tính 
x
f



 ta coi y là hằng số và tính đạo hàm như là hàm một biến.  Để tính y
f



 ta 

coi x là hằng số . 

Ví dụ 1:    Cho z = f(x,y) = x2+3y+7    thì            x
z



 = 2x    và   y
z



= 3. 

Ví dụ 2: Với   z = f( x,y ) =   x2 y + 2 xy + 5 có yxy
x
f 22 



 và xx
y
f 22 



 . 

Ví dụ 3 :   z = x2 + 3y + 
y
x      thì            

12z x
x y


 


      ;        23z x
y y


 


  

. 
Ví dụ 4:   a)  Cho z = 2x + y2 + (5x+7y)2, thì  

      2



x
f

 + 2.(5x+7y).5          ; y
y
f 2



+ 2.(5x+7y).7 

     b)  Cho     u = 2x + cosy  + xy    thì        y
x
u



 2  ; xy

y
u



 sin . 

  2. Hàm sản lượng Cobb - Douglas :  

   Đó là hàm Q (x,y ) = Axa .y1-a , ( A > 0 và 0 < a < 1),  
   Q :  giá trị sản lượng;     x : chi phí nhân công;    y : vốn. 
 
Ví dụ 5: Một nhà máy có hàm sản lượng là :     Q( x,y )    = 50x2/ 3y1/ 3.     (H.1) 
a) Tìm sản lượng khi chi phí nhân công là   125 đơn vị  và   vốn là 64 đơn vị. 
b) Tìm sản lượng biên tế theo   x    khi   y= 64   và x =  125. 
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Giải: 
a)     Q( 125,64 ) =   50.(125)2/ 3(64)1/ 3 =   5.000 đơn vị. 

b)  
3
1

3
1

3
1

3
100

3
2.50 









 

x
yyx

x
Q

 

với     y = 64 ,    x = 125    thì 27
125
64

3
100 3

1

)64,125( 










x
Q

. 

Nghĩa là tại mức vốn y = 64 ( cố định) và mức chi phí nhân công  x = 125 thì tăng 1 đơn vị 
nhân công  sẽ làm tăng (khoảng )  27  đơn vị giá trị sản lượng. 
 

 
 

************************************************************ 

Bài tập 
 
 
2.1    a) Cho f(x,y ) = x2 - 2y. Tìm f(0,-2 ) và f ( 2,3 ). 
        b)  Cho f(x,y) = 3x + 7xy. Tìm f( 0,-2 ) ; f( -2,1 ). 
        c)   Cho f( x,y,z ) = x2 - y2 + z2 . Tìm f(-1,2,3 ) và f( 2,-1,3 ). 

2.2          Tìm, , ( 2,3) (0, 5); ; ;z z z z
x y x y 
   
   

 với : 

        a) z = 2x - 3xy   b)  z = 3x2 - 2xy + y 
2.3        Tìm f’x và f’y : 
        a)  f(x,y) = 2x-3xy          b) f(x,y) = 3x2-2xy+y      c)  f(x,y) = 265 yx   

        d)f(x,y) = y
x

                    e) f(x,y)= x2e2y             g)  f(x,y)= )( 22 yxe      

2.4   Tìm f’x và f’y : 

       a) 22),( yxyxf      b) yxeyxf 32),(   

       c) xyeyxf ),(      d) )ln(.),( yxyyxf   

       e) x
y

y
xyxf ),(     g) 2)52(3),(  yxyxf              
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§3. ĐẠO HÀM CẤP CAO - CỰC TRỊ 
 
 
1. Đạo hàm cấp cao:   
Cho    z = f( x,y ) =   3xy2 + 2xy +x2 .    Ta có : xyy

x
z 223 2 



 

Lấy đạo hàm tiếp tục theo biến y ta có :       26223
/2 











 yxyy

x
z

y y   

Ta ký hiệu : 26"
2

















 yz

xy
z

x
z

y xy  và gọi đây là đạo hàm cấp 2 hỗn hợp . 

Ví dụ 1 : Cho    z = f( x,y ) =    x3y + 2xy + y3. Tìm các đạo hàm riêng cấp một và cấp hai . 
Giải :  

 Ta có : yyx
x
z 23 2 



,  

Đạo hàm thêm một lần nữa theo x ta được:    
2

2 6z xy
x





 

Đạo hàm theo x rồi theo y ta được: 23 2
2




 x
xy
z

. 

   Và   23;6;32 2
2

2

2
23 











 x

yx
zy

y
zyxx

y
z

. 

Ví dụ 2  :      Cho   z = f( x,y ) =   x2 + 3xy 
3;3;32 ////  xyyx zxzyxz  

3;0;2 //////  yxyyxx zzz . 

2. Cực trị :  
Định nghĩa:  
 Ta nói hàm z = f( x,y ) có cực đại ( địa phương ) tại điểm  ( a, b) nếu  

),(),( yxfbaf   với mọi ( x,y ) nằm trong một lân cận nào đó của   ( a,b ).  
(Phát biểu tương tự với cực tiểu địa phương ). 
*** Sau đây  nói cực trị ta hiểu là cực trị địa phương. 

 

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


Giaùo trình  Toaùn Cao Caáp  Phaàn 2. Giaûi Tích 
 

ThS. TRÖÔNG QUOÁC THAÏCH     95 

                                            Đồ thị của hàm số có cực trị. H.1.  z =
22 yxxe                 

3. Quy tắc  “ d”  :    Các bước để tìm cực trị của     z = f( x,y ): 
1- Tính   z’x ,   z’y,   z’’xx,   z’’yy,   z’’xy  
2- Tìm nghiệm   (x0, y0)   của hệ 2 phương trình   z’x= 0   và z’y = 0.     

P(x0,y0) gọi là điểm dừng . 

3-  Lập biệt thức 
2/ / / / / /( ) ( ). ( ) ( )xx yy xyd P z P z P z P      

              4- Nếu    a/   d(P) > 0     và   
/ / ( ) 0xxz P    ( cả  

/ / / /( ) ( )xx yyz P va z P   đều âm ) thì        f(x0,y0)   là cực đại. 

                    b/ d(P) > 0     và     
/ / ( ) 0xxz P    ( cả  

/ / / /( ) ( )xx yyz P va z P       
đều dương )  thì         f(x0,y0)   là cực tiểu. 

   c/ Nếu d(P)< 0    thì f(x0,y0)    không phải là  cực trị. 
   d/ Nếu d(P) = 0    thì chưa thể kết luận về cực trị. 
 

Ví dụ 3:         Tìm cực trị hàm số    z = x2 + xy + y2 - 3x. 
Giải: 

z’x= 2x + y - 3    ;    z’y= x +2y 
1;2;2 //////  xyyyxx zzz .      

 Có hệ phương trình 








1;2
02

032
yx

yx
yx

  

 Hàm có  điểm M( 2;-1) là điểm dừng. 
d(M)= 2.2-12 = 3 > 0 ,     02)(// Mz xx  .   
Vậy z có cực tiểu là    zCT  =  f (2;-1)  =   22 - 1.1+12 - 3.2 = -3.(H.2) 

 
H.2   Cực tiểu 

Ví dụ 4:   Một cơ sở sản xuất  2 loại  bánh ngọt bán với giá 2$/hộp và  3$/hộp. Hàm chi phí 
sản xuất là :    C( x,y ) =   2x2 - 2xy + y2 - 10x + 7y + 7    ( ngàn $), với    x   là sản lượng 
loại thứ  nhất ( ngàn hộp) , y   là sản lượng loại thứ hai (ngàn hộp). Cơ sở nên sản xuất mỗi 
loại bao nhiêu để có lợi nhuận tối đa ? 
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Giải: 
Hàm doanh thu là   R(x,y ) =   2x + 3y ( ngàn $). 
Hàm lợi nhuận   P =  R – C  =   2x + 3y - (2x2 - 2xy + y2 - 10x + 7y + 7) 
                         = - 2x2 + 2xy - y2 + 12x - 4y - 7. 

P’x = - 4x + 2y +12   ;        P’y= 2x - 2y - 4 
2;2;4 //////  xyyyxx PPP  

Có hệ phương trình: 







0422

01224
yx
yx

       x = 4  và  y= 2      điểm dừng M(4;2) 

d(M) = ( -4).(-2) - 22 > 0    .  4)(// MPxx  < 0 .   Vậy   P  (4,2 )   là cực đại . 
Kết luận :   Cơ sở nên sản xuất   4.000 hộp loại   2$   và  2.000 hộp loại  3$. 

4. Vi phân toàn phần 
 Vi phân toàn phần của   z = f( x,y ) được tính theo công thức : dz = f’x dx + f’y dy 
 
Ví dụ 5:     Tương quan giữa dz và z 
     Cho z = x2 - y2 .  Tại x = 1, y = 2   tính  dz và  z với  x = 0,01 và  y = - 0,03. 

Giải: 

 *   z =   f ( x+x ; y +y )  - f ( x,y ) 
 Thế các số vào, ta có : 

     z =  f ( 1,01;1,97 )  - f ( 1;2 )     =  1,012 - 1,972 - ( 12 - 22 ) =    0,1392 
*   dz =   2xdx - 2ydy =   2xx - 2yy     =   2.(0,01) - 4.(-0,03) =   0,14 

 Ta thấy   zdz     khi x và y nhỏ. 
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Bài tập 
 
 

3.1      Tìm  yx
z

y
z

x
z










 2

2

2

2

2
,,  : 

         a) z = 2x - 3y + 5      b) z = 265 yx                      
         d) z = 3x2 - xy + y      e)  z = x5y4 + x3y2                          f) z = x + ey . 
3.2      Tìm cực trị địa phương : 

a) f( x,y ) = x2 + xy + y2 - y    d) f( x,y ) = x2 + 2xy + 3y2 
b) f( x,y ) = x3 + y3 - 3xy   e) f( x,y ) = x2 + 4y2 - x + 2y 
c) f( x,y ) = 4x2 - y2       g) f( x,y ) = ye x sin . 

3.3    “ Hàm z = ( x - 5)2 + (y+4)2 +20 đạt giá trị cực tiểu là 20 khi cả hai bình phương đều 
bằng không tức là khi x = 5 và y = - 4 “. Hãy kiểm chứng phát biểu trên  bằng cách 
dùng quy tắc xét cực trị. 

3.4    “ Hàm số z = 22
10 yxe   đạt giá trị cực đại là 9 khi 1ee 0yx 22

 tức là khi x = 0  và  
y = 0 “ . Hãy kiểm chứng phát biểu trên bằng quy tắc tính cực trị. 

3.5   Một xưởng sản xuất bóng đá và bóng chuyền với giá bán bóng chuyền  18 $/quả; bóng 
đá 25$/quả. Có hàm chi phí sản xuất là C( x,y ) = 4x2 - 6xy + 3y2 + 20x + 19y + 
2(ngàn $).  

         Với   x  là ngàn quả bóng chuyền , y   là  ngàn quả bóng đá. Với mỗi loại sản lượng là 
bao nhiêu thì nhà máy có lợi nhuận  tối đa ? 

3.6    Nhà máy AZ-Budapest  chuyên sản xuất 2 loại máy phát điện cho quân đội. 
         Loại G chạy xăng và loại D chạy dầu có các hàm cầu là : 
                          x = 78 - 6p1 + 3p2       ;      y = 66 + 3p1 - 6p2 
                         ( x, y, p1, p2 là số lượng và giá tương ứng của mỗi loại ). 
        Hãy định giá p1, p2 để có doanh thu tối đa . 
3.7        Cho z = x2 + y2  
       a)   x = 5   , y = 12 ,     x = 0,01 ,     y = 0,01.    Tính dz và z. 
       b)  Tính   dz và z   trong trường hợp   x = 4 , y = 4,   x = 0,01 ;  y = -0,01. 
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§4.  CỰC TRỊ CÓ ĐIỀU KIỆN 
 
 

Ví dụ 1:     Xét hàm số    z = x2+y2+3, thấy ngay  có  zmin =  z(0,0)  = 3. 
Bây giờ ta tìm cực trị của z thỏa   điều kiện  x+2y=1  tức là cực trị này phải nằm trên 
 mặt phẳng x+2y=1  ( mặt phẳng này // với trục Oz) và nằm trên giao tuyến G.  
(H.1, H.2 và H.3).  
 

                
 H.1       H.2 

 
      H.3. z  = x2+y2+3 và x+2y=1         
 
Ta có hai cách làm: 
Cách 1:      

         Từ x + 2y =  1  có  1
2

xy 
     thế vào hàm z  có  

    2 2 21 5 13( ) 3
2 4 2 4

x xz x x
         đây là hàm một biến  . 

 Dễ dàng tìm được   zmin  = z (
5
1 )  = 

5
16       (x =

5
1  thì  y =

5
2 ) . 

Ta kết luận : Hàm   z = x2+y2+3   có cực tiểu  zmin  =  f(
5
1 ;

5
2 )   = 

5
16  thoả điều  

kiện x+2y=1 . 
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 Việc đưa hàm z trở thành hàm một biến đôi khi có khó khăn nên ta tham khảo thêm 
phương pháp sau  : 

 

2. Phương pháp nhân tử Lagrange  . 
Tìm cực trị của   z = f(x,y)  với điều kiện  h( x,y ) = 0. 
1- Lập hàm L( x,y,) =   f( x,y ) -  h( x,y ) .   có tên là nhân tử Lagrange. 
2- Giải hệ 3 phương trình   L’x = 0 ;   L’y = 0;   h (x,y ) = 0.  
       Giả sử có nghiệm là ( x0; y0; 0 ). 
3- Nếu f (x,y )  có cực trị ( có điều kiện ) thì cực trị đó chính là   f ( x0,y0 ). 
( lưu ý : Phương pháp này chỉ giúp ta tìm điểm dừng của hàm số mà không cho ta 
biết đó có phải là cực trị hay không ). 

 
Trở lại với ví dụ 1 : Tìm cực trị hàm số   z = f(x,y) =  x2+y2+3  thỏa   điều kiện  x+2y=1.   
         -  Có h(x,y) =  x+2y-1 = 0 . 
        -   Lập hàm   L(x,y, )12(3) 22  yxyx  . 
         -  Có hệ gồm 3 phương trình 
            . 012;022;02 //  yxyLxL yx   

        Nghiệm là  :  
5
2;

5
1;

5
2

 yx . 

Kết luận : Nếu hàm z  =  f(x,y) = x2+y2+3  có cực trị thỏa  điều kiện  x+2y = 1 thì cực trị 

 này là   5
163

5
2

5
1

5
2;

5
1 22





















f .  

       
 

Bài tập 
 
4.1      Tìm cực trị có điều kiện 

a) z = f(x,y) = xy , điều kiện 2x + y = 8 
b) z = f(x,y ) = 4 - x2 - y2 , điều kiện x + 2y = 10 
c) z = f( x,y ) = x2 + y2 , điều kiện 2x + y = 10 

d) z =f( x,y ) = xy , điều kiện x2 + y2 = 4. 
4.2  Công ty sản xuất một loại hàng tại hai địa điểm A và B . Tại A chi phí sản xuất là  

               
2

10
6A
xC   , tại B là 

3

200
9B
yC    ( x,y là sản lượng). Để sản xuất 10.100 sản 

phẩm, công ty nên phân bổ cho 2 địa điểm thế nào để có tổng   chi phí sản xuất tối thiểu ? 
4.3    GRU  là một trường cao đẳng , đào tạo chuyên viên tin học tại 2 địa điểm A và  B.     

Chi phí đào tạo tại A là CA = 0,015x2 + 72x + 5200 ; tại B là CB = 0,01y2 +  70y + 9300 . 
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( với x , y là số học viên ). Trường được phân chỉ tiêu 500 học viên, trường nên phân bổ 
học viên ra hai địa điểm như thế nào để có chi phí thấp  ? 

4.4    a) Tìm cực trị của z = f(x,y)  = 4xy với điều kiện x2 + y2 = 8 
         b) Tìm cực trị của z = f(x,y) = xey điều kiện x2 + y2 = 2. 
         c) Tìm cực trị của z = f(x,y) = x2ey điều kiện x2 + y2 = 3 
         d) Tìm cực trị của z = f(x,y) = 4x2y điều kiện x2 + y2 = 3 
4.5       Một công ty có hàm sản lượng Cobb-Doughlas là Q(x,y) = 50x2/3y1/3. Công ty 
       dự kiến đầu tư  600.000$ cho sản xuất , công ty nên phân bổ số tiền này cho nhân 
       công và vốn như thế nào để có sản lượng tối đa ? 
 
4.6   Công ty sản xuất một loại hàng tại 2 địa điểm A và B , tại A hàm chi phí là  
       CA = 0,05x2 + 15x + 5400 , tại B là CB = 0,03y2 + 15y +6100 ( x và y là sản lượng 
       tại từng địa điểm) . Hàm cầu là : p = 225 - 0,4 ( x + y). 
       Công ty nên phân bổ sản lượng cho 2 địa điểm như thế nào để có lợi nhuận tối đa ? 
 
 
Chương IV 
  

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN              
                                         
 

§1. KHÁI NIỆM VỀ PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 
 
 
 
Định nghĩa :   Phương trình vi phân là phương trình có chứa các đạo hàm. 

Dạng F(x, y, y’, y’’,.....) = 0.  Ta phải tìm y = f(x) . 
 

Ví dụ 1:     Tìm hàm y = f(x)  thỏa  y’ = 2x. 
 Ta thấy ngay nghiệm là y = x2 , hay tổng quát hơn y = x2 + C. Có thể tính toán chi 
tiết như sau : 

xdxdyx
dx
dy

dx
dyy 22'  .    Tích phân 2 vế : Cxyxdxdy   22  

hoặc từ   y’ = 2x    tích phân 2 vế     xdxdxy 2' ,  ở vế trái tích phân và đạo hàm triệt tiêu 
lẫn nhau, có   y = x2 + C. 
Nghiệm này còn gọi là nghiệm tổng quát (dạng y = f ( x,C )). 
   y =  x2 + 1  là một nghiệm riêng ( C = 1) thỏa mãn điều kiện   x = 0 , y = 1  (H.1) 
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H.1  Các đường cong  y = x2+C là nghiệm của phương trình  y/ = 2x. 
 

Ví dụ 2:    Cho phương trình vi phân 35'  xey x  (*) 
a) Tìm nghiệm tổng quát . 
b) Tìm nghiệm riêng thỏa mãn điều kiện ban đầu   x = 0, y = 4   ( y(0) = 4  ). 

Giải: 

a) Tích phân 2 vế : Cxxeydxxedxy xx   3
2

5)35('
2

  (**) 

Đây là nghiệm tổng quát của pt (*). 
b) Thế x = 0 , y = 4 vào (**) ta có  : 

2
0 04 5 3.0 3

2
e C C      .  Vậy nghiệm riêng  là  

2

5 3 3
2

x xy e x    . 

 
      H.2  Các đường cong  25 3

2
xy e x x C     là nghiệm của phương trình y/  =  ex+5x+3 

Ví dụ 3 :   y = e4x    có phải là một nghiệm của phương trình   y’’+ y’- 20y  = 0 ? 

Giải: 
y = e4x  thì   y’ = 4. e4x     ;     y’’ = 4.4. e4x  =  16 e4x,    
Do đó :  y’’ + y’ – 20y   =   16. e4x  + 4. e4x – 20 e4x   =    20 e4x – 20 e4x  =  0. 
Vậy  y = e4x  đúng là nghiệm. 
 

**************************************** 

 
Bài tập 
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1.1      Tìm nghiệm tổng quát của : 
       a) y’ = 4x3    b) y’ = e2x + x  c)     523 xx

xdx
dy

  

1.2       Tìm nghiệm riêng : 
       a) y’ = x2 + 2x - 3 ;   y(0) = 4              b) y’ = 3x2 - x + 5 ;   y(0) = 6 

       c) y’ = x2/3 - x ;   y(1) = -6     d) 12  x
dx
dy

 ;   y (0) = 3 

       e) x
dx
dy

  ;  y(4) = 0               g) 
2

1



xdx

dy
 ;   y(2) =  -1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

§2. PHƯƠNG TRÌNH CÓ BIẾN PHÂN LY 
 
 
Định nghĩa :  
 Là loại phương trình có thể chuyển về dạng :    g(x)dx  =  h(y)dy. 
 

Ví dụ 1:   Giải phương trình :  xy
dx
dy 2    (1) 

Giải : 
Ta thấy  y = 0 là một nghiệm của pt (1)    

Suy ra :      CxC eeCxyxdxxdx
y

dy 22//ln22
2xe/y/    

y
dy  0)(y    

Đặt   1
CC e    có nghiệm tổng quát 

2

1.
xy C e . 

 

Ví dụ 2:  Giải phương trình 03 2  x
dx
dyy    (2)     với điều kiện y(0) = 5. 

Giải: 

 Từ (2) 2 23 3dyy x y dy xdx
dx

       

                                           
2 2

2 3 33
2 2
x xy dy xdx y C y C            

Là nghiệm tổng quát của pt (2). 
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Thế   x = 0 , y = 5    vào  ta được :   CC  125
2

05 3
2

 . 

Vậy có nghiệm riêng : 3
2

2
125 xy   

 
Ví dụ 3 : Một người gởi vào ngân hàng số tiền A, lãi suất r ( %/ năm) dồn lãi liên tục , sau t 

năm số tiền người đó nhận được là V(t) thỏa phương trình     0 rV
dt
dV (3) . Tìm V(t) ? 

Giải: 
 

 Từ (3)    CrtVrdt
V
dVrdt

V
dVrV

dt
dV ln   ( V > 0 ). 

CrteV      (*)       ( V(0) = A     tức là t = 0   thì   V = A) 
Ta có 0 lnr C CA e e C A    ,     

Thế vào (*) ta được:    rtAtrAtr eAeeeV .. ln.ln.   . 
Vậy  V(t) = A. ert . 
 
Ví dụ 4 :  Một công ty phân phối  bóng Tennis nhãn hiệu S.  Thu thập số liệu thấy rằng  tỷ 
lệ P người mua bóng của công ty phụ thuộc vào số lần t quảng cáo trên ti-vi (trong một 
tuần).  Dựa theo bảng sau : 
 
t       0           10               20                    30                      40                60  (lần) 
P     0,02     0,07          0,22                   0,50                  0,79              0,95    
 
Đồ thị ở H.2  có hình dạng giống đồ thị của hàm tăng trưởng logic (H.3) nên có thể giả 

thuyết rằng )1( PkP
dt
dP

 .   Tìm hàm P(t)  ,  (0<P<1). 

 
 

                
    H.2                                                                  H.3                        

 
Giải: 
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  (1 )
(1 ) (1 )

dP dP dpkP P kdt kdt
dt P P P P

     
    

1 1( ) ln ln(1 )
1

dP kt C P P kt C
P P

        
  

)(1
11

ln CktCkt e
P

Pe
P

PCkt
P

P  








       

)(11 Ckte
P


)(1

1
Ckte

P


   (1)  Ckt ee
P




1
1

 (2)       

Theo giả thuyết  P(0)  = 0,02  nên   0,02 = Ce1
1

 

    e- C  = 49  thế vào (2)  ta có  P = kte 491
1

  

 Mà   P (10) = 0,07  nên  0,07 = ke 10491
1


 

13,027,0ln1027,023,14491 1010   kkee kk  

Kết qủa cuối cùng  là P(t)  = te 13,0491
1


. 

 

§3. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 
TUYẾN TÍNH CẤP MỘT 

 
 
 Là pt có dạng  y’ + p(x)y = q(x) 
 
Ví dụ 1:      Tìm nghiệm tổng quát của   y’ + 2xy = 2xxe . 

Giải: 

 Lập thừa số tích phân dạng :  dxxpex )()( ,   

 Ta có : 
‚22)( xxdx eex   . 

Nhân 
2xe vào 2 vế phương trình :    

 
2222

.2' xxxx exexyeye   .2'
22

xxyeye xx   
Để ý rằng : 

   2 2 2 2/ /
2 'x x x xe y xe y y e e y x     co ù    

Nên lấy tích phân 2 vế ta được:  2 2
2/

2
x x xe y dx xdx e y C      

            









 Cx

e
y

x 2
1 2

2 . 
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Tóm tắt cách giải như sau : 
1- Lập thừa số tích phân  dxxpex )()(  
2- Nhân )(x vào 2 vế của phương trình 
3- Viết vế trái phương trình thành dạng   [  (x).y]/. 
4- Tích phân 2 vế rồi rút được y. 
 

Ví dụ 2:        Giải phương trình     xy/ + 2y = 5x3      (1) . 
Giải: 

Từ pt (1) ta có: 22' 5y y x
x

     ( * ) ( x 0)       

Ta có: 2lnln2
2

2

)( xeeex xxdx
x 


 ,    nhân x2 vào 2 vế  của   (*) ta được: 

 /2 2 2 2 2 / 4 2 42 5 ( ) 5 5x y x y x x x y x x y dx x dx
x

        

        2 5 3
2

Cx y x C y x
x

      . 

 
                                         

                                                            Bài tập  
 
 
3.1     Giải các phương trình có biến phân ly sau : 

         a) yx
dx
dy 34                      b) t

dt
dyy 53 2                       c) y

x
dx
dy 2

  

        d) 
Rdt

dR 3
            e) 5)0(;3'  yxyxy      f) 3)2(;5' 2   yyy  

 
3.2      Giải các phương trình tuyến tính cấp một : 
        a)    y’ - 2xy = 2x     b)    y’ + 2y = e2x                 c)   xy’ - 3y = x5 

       d)     xy’+ y + x = ex                               e)     xy’+ (2+3x)y =   xe-3x          

       f)   x2y’ + xy = x4,   y(2) = 5        g) xy
x
xy 




21
2'  . 
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§ 4 . PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP HAI 
 
 
 
 

1. Phương trình vi phân cấp hai dạng đơn giản 
 

Ví dụ 1:    a)  Tìm nghiệm tổng quát của phương trình   y’’ = xe  + 1 (1) 
                 b)  Tìm nghiệm riêng thỏa    y’(0) = 1  , y(0) = 4. 

Giải : 

a)  Tích phân hai vế của (1)  ta có :    1')1('' Cxeydxedxy xx   . 

Tích phân lần nữa :    21

2

1 2
' CxCxeydxCxedxy xx ,  

Dây là nghiệm tổng quát của phương trình (1). 

b)   Từ )1   00
1)0('

'
11

1 








 00 e (e  1    coù   CC

y
Cxey x

 

Từ 









 3
2

0

4)0(
2 22

2
2

2

CC
y

Cxey x 0e4   coù     
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Vậy nghiệm riêng là y = 3
2

2


xe x  (H.1)   

 

 
H.1.Nghiệm riêng của pt y// = ex+1 

 

2. Phương trình tuyến tính thuần nhất hệ số hằng: 
Là pt có dạng   y’’+   ay’ +  by  =  0  (*)   ,  a, b là hằng số . 
 
Ví dụ 2:       Giải phương trình   y’’ - 5y’ + 6y = 0  (2). 

Giải: 
Thấy ngay y = 0 là một nghiệm  .     
Ta thử với  y = ekx   .  Có y’ =  k ekx   , y’’=  k2 ekx   thế vào (2) : 
k2 ekx - 5k ekx + 6k2 ekx   =    ekx ( k2 - 5k + 6 ) = 0   
 Ta thấy phương trình thỏa mãn với  k = 2 và  k =3. 
Vậy    y1  = e2x    và y2 =  e3x  là nghiệm của  (2).  
Bây giờ ta thử xem    y =   C1 e2x + C2 e3x   có phải là nghiệm tổng quát của (2). Ta có : 

y’ = 2C1 e2x + 3C2 e3x  ;     y’’ = 4C1 e2x + 9C2 e3x  
Thế vào (2) :  
4C1 e2x + 9C2 e3x - 5 (2C1 e2x + 3C2 e3x) + 6(C1 e2x + C2 e3x) =   
=10C1 e2x -10C1 e2x + 15C2 e3x  -  15C2 e3x    =  0 
Vậy :   y =   C1 e2x + C2 e3x   là nghiệm tổng quát của  (2).  (H.3) 
 

                                                        
  
 H.3  Họ nghiệm của pt thuần nhất                     H.4.   2 nghiệm riêng  y = e2x ;  y = e3x                       
                                            
*** Ta dựa vào định lý sau để tìm nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất:   
                                                y’’ + ay’ + by = 0 (*) . 
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Định lý :  
-    Nếu   k1 và k2 là   2 nghiệm của phương trình đặc trưng   k2 + ak + b = 0   thì 
nghiệm tổng quát của (*)   là xkxk eCeCy 21 21  . 
- Nếu phương trình đặc trưng có nghiệm kép    k0   (  = 0 ) 
Thì nghiệm tổng quát của pt (*) là : xkxk eCxeCy 00 21  . 
( Ta không xét trường hợp  < 0 ). 
 
Ví dụ 3 :        Giải phương trình    y’’ - 2y’ + y = 0      (3) 

Giải: 
Phương trình đặc trưng   k2 - 2k + 1 =  0  có nghiệm kép  k0 = 1 
Vậy nghiệm tổng quát của (3) là xx eCxeCy 21  . 

3. Phương trình không thuần nhất: 
Là pt dạng :   y’’+   ay’ + by  =  d     ,  a, b, d : hằng số . 
 

Ví dụ 4:     Giải y’’ - 5y’ + 6y = - 18        (**) 

Ta thấy rằng 3
6

18
y  là một nghiệm riêng của (**).  

Sử dụng kết quả trong ví dụ 2, bằng phép thử có thể thấy ngay rằng :    
y = C1 e2x + C2 e3x – 3   là nghiệm tổng quát của (**). 
 
Tóm tắt :   Nghiệm tổng quát của của phương trình không thuần nhất    y’’+   ay’ + 

by  =  d  là t
dy y
b

  .  

Trong đó yt là nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất   y’’+   ay’ + by  =  0. 
 
Ví dụ 5:     Cho y’’-  2y’ + y  =  7.      
 Yêu cầu:  a/  Tìm nghiệm tổng quát  . 
                 b/  Tìm nghiệm riêng thoả   y(0)  =3 ,  y’(0) = -2  . 

Giải : 

a/  Dùng kết quả ở ví dụ 3 ta có ngay nghiệm tổng quát là    721  xx eCxeCy .(*) 
b/ Cho    x = 0  có    3 = C1.0.e0  +  C2.e0 + 7      =>   C2  =  - 4  . 
Từ    (*)   có  y’ =   C1ex +  C1xex   +  C2ex.    
Cho   x =  0 và   C2  = - 4   ta có :  -2 =  C1e0  +  C1

.0.e0 -  4.e0     = >  C1 = 2. 

Vậy nghiệm riêng là   742  xx exey . 
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H.1  Các đường cong  y= C1xex+C2ex+7                       H.2   Đường cong  y=  2xex  -4ex+ 7   
                                                                                               (thoả y’(0)= -2 và y(0)=3 ) . 
                
                                                                                         
 
 
 
 
 
                    
 
                                                      

Bài tập 
 

 
4.1      Giải các phương trình vi phân : 
       a) y’’+   4y’ + 4y  =  0 b) y’’-   7y’ + 10y  =  5     

       c) y’’-   5y’ + 6y  =  6   ;     y’(0) = 4 ,   y(0) = 7 

       d) y’’-   y’ - 2y  =  8  ;        y’(0) = 1 , y(0) = 4 

       e) y’’+   10y’ + 25y  =  0   . 

 
4.2     Giải các phương trình vi phân ( tìm nghiệm tổng quát ,nghiệm riêng ): 

      a)   12//  xy .      

      b) 2)0(;3//  yey x  ; 5)0(/ y  .      

      c)   4)0(;02//  yxxy ; 1)0(/ y  

      d)   4)1(;3)1(;4 /2//  xxyx . 
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	Bài tập

	 
	Ví dụ 2:  Giải phương trình �   (2)     với điều kiện y(0) = 5.




