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PHẦN 1 
 

ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH 
                                              
 
 

§1. Ma trận. 
§2. Ma trận nghịch đảo. 
§3. Định thức. 
§4. Vectơ   -   Hệ vectơ. 
§5. Hạng của ma trận. 
§6. Hệ phương trình tuyến tính. 
§7. Phương pháp  Gauss. 
§8. Mô hình Input - Output của Leontief. 

 
 
 

§ 1. MA TRẬN  
 
 

1. Khaùi nieäm về ma trận 
 

Định nghĩa 1:  
Ma trận cấp m x n  là một tập hợp gồm  m x n con số được viết thành bảng chữ nhật 
gồm m dòng, n cột như sau:  
 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 

   đường chéo chính 

 

ija   là phần tử nằm ở dòng i  cột j . Ta có thể viết ngắn gọn là: ij( )A a  với ija  là phần 
tử ở vị trí (i,j) của A. 

Ví dụ  1:  a)  










597

102
A  là ma trận cấp 2x3  và  có các phần tử là : 

11 122 0 ;a a   ;    13 21 22 231 ; 7 ; 9; 5a a a a     . 
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b) 















23

2
5
1

B  là ma trận cấp 2x2 và có các phần tử : 

11 12 21 22
1 2 ; 3; 2 ;
5

b b b     ;   b  

c)   010C    là ma trận  cấp 1 x 3 và có các phần tử : 11 12 130 1 ; 0;c c   ;   c  

 Các loại ma trận : 

- Ma trận vuông cấp n : là ma trận có số hàng bằng số cột.   

- Ma trận không : ký hiệu  nếu tất cả các phần tử  đều là số 0. 

- Ma trận đơn vị : Ký hiệu In là một ma trân vuông cấp n mà tất cả các phần tử 
nằm trên đường chéo đều bằng 1 , các phần tử khác đều  bằng 0.     

      ( 1ija   nếu i=j  và  0ija    ,  i  j   , i, j ). 
- Ma trận đường chéo : Là ma trận mà tất cả các phần tử bên ngoài đường chéo 

đều bằng 0. 
- Ma trận tam giác trên : Là ma trận mà mọi phần tử ở bên dưới đường chéo 

đều bằng 0. 
- Ma trận tam giác dưới : Là ma trận mà mọi phần tử ở bên trên đường chéo 

đều bằng 0. 
 

Ma trận tam giác trên hay ma trận tam giác dưới gọi chung là ma trận tam giác. 

Ví dụ 2 : 

a) A = 
















336
018
002

 là ma trận tam giác dưới, và là ma trận vuông cấp 3. 

b) B = 
















000
210
081

 là ma trận tam giác trên. 

c) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

C
 
   
 
 

 là ma trận đường chéo. 

d) 

1 0 ... 0
0 1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

nI

 
 
 
 
 
 

 là ma trận đơn vị. 

Định nghĩa 2:  

 Ma trận chuyển vị của ma trận A ký hiệu là AT : là ma trận nhận được bằng 
cách lấy cột 1 của ma trận A viết thành  hàng 1 của ma trận AT, cột 2 của ma trận A viết 
thành  hàng 2 của ma trận AT , ....  
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Ví dụ: 3    Cho  










597

102
A  thì 




















51
90
72

TA , 

 

    















23

2
5
1

B  

1 3
5
2 2

TB
 
    
 

 

Ta thấy       ji
T
ij aa    và    AA

TT  . 

2. Caùc pheùp toaùn vôùi ma traän   
Định nghĩa 1:   Cho hai ma trận A, B cùng cấp. Ta nói A = B nếu  
 
    , ,ij ija b i j   
Định nghĩa 2:   
 Cho hai ma trận A, B cùng cấp. Tổng hai ma trận A và B (ký hiệu là A + B) 
        

  , ,ij ijA B a b i j     

 
 *    Tổng A + (- B) được ký hiệu bởi A – B và gọi là hiệu của ma trận A và B.  
 

Vê duû 1    Với 
1 3 0
2 5 7

A
 

   
    và   

3 4 1
2 1 1

B
 

  
 

  thì 

 

 
1 3 0 3 4 1 4 7 1
2 5 7 2 1 1 0 6 8

A B
     

             
 

 
1 3 0 3 4 1 2 1 1
2 5 7 2 1 1 4 4 6

A B
       

              
 

                              
Ví dụ 2:    
 Công ty M có  2 kho  I và II. Lượng hàng tồn kho đầu kỳ là : 

Kho I :  15 tấn gạo,  80 tấn dầu ăn,  30 tấn đường. 
Kho II : 11 tấn gạo,  21 tấn dầu ăn và 31 tấn  đường.  

Từ đây có ma trận hàng tồn kho 









312111
308015

0M .  
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Nếu có ma trận hàng xuất trong kỳ là A và nhập trong kỳ là B, thì hàng tồn cuối kỳ có 
ma trận là ABMM  01 . 
Định nghĩa 3:  
 Cho ma trận A tùy ý và một số thực  . Ta gọi tích của   với A ( ký hiệu là  A ) là 
ma trận :   

    ij ij( ) , ,B A b a i j      

Ví dụ 3        

Với 
1 3 0

, 2
2 1 4

A 
 

   
 thì  

   
1 3 0 2 6 0

2 .
2 1 4 4 2 8

A
   

        
 

Định nghĩa 4:  

  Cho hai ma trận A, B . Tích của ma trận A và B (ký hiệu là AB) là ma trận được 
xác định bởi : 
 

ij 1 1 2 2( ) ( . ..... . ) , ,i j i j in njAB ab a b a b a b i j       

Ví dụ 4    Với 









43
71

A    ,  









02
56

B  để  có ma trận AB ta thực hiện như sau  

6  5 
2 0 

1 7      6.1 + 2.7        5.1 + 0.7  
3 4       6.3 +2.4        5.3 + 0.4  

 

Vaäy   
20 5
26 15

AB  
  
 

 

*  Chú ý: 
i)  Tích hai ma trận chỉ thực hiện được khi số cột của ma trận thứ nhất bằng số dòng của 
ma trận thứ hai. 
ii)  Muốn có phần tử ở vị trí thứ (i, j) của ma trận tích  ta lấy hàng i của A nhân với cột j  
của B rồi cộng lại. 
iii) AB BA . 

Ví dụ 5    Với 
1 2
5 3

A
 

  
 

, 
7 0 2
8 1 6

B
 

   
 

      7          0             -2  
                                    8         -1      6 
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     1          2 7.1+8.2            0.1+(-1).2              -2.1+ 6.2 
            5          3        7.5 + 8.3          0.5+(-1).3         -2.5+6.3 
 

                     Vậy                 
1 2 7 0 2 23 2 10

.
5 3 8 1 6 59 3 8

AB
      

            
  

Ứng dụng :  
 Một shop bán 3 lọai hàng : Chemise, quần tây, và jacket. Trong 2 ngày 10/5 và 
11/5 lượng hàng bán ra cho trong bảng sau : 
 
          Ngày bán               Chemise                  Quần tây                 Jacket 
            10/5 
            11/5 

                    8                               6                          5 
                    7                               4                          9 

 
Giá vốn và lãi của từng lọai là : Chemise 7$       và   1$ / chiếc. 
         Quần tây 12$     và   2$ / chiếc 
         Jacket     18$     và    3$ / chiếc 
Thực hiện nhân 2 ma trận : 

                 
7 1

8 6 5 218 35
. 12 2

7 4 9 259 42
18 3

 
             

 

          

   Doanh thu và lãi ngày 10/5. 
    Doanh thu và lãi ngày 11/5  
Ma trận tích cho ta biết tổng doanh thu ( theo giá vốn) và tổng số lãi của từng ngày. 

3. Một số tính chất của phép cộng và nhân của ma trận: 
Cho ma trận A, B, C và số thực ,  . Khi đó 

)
) ( ) ( )

i A B B A
ii A B C A B C

  
    

 

) 0 0
) ( ) ( ) 0

) ( )
) ( )
) ( )
)

T T T

n n

iii A A A
iv A A A A
v A B A B
vi A B A B
vii A A A
viii AI I A A

  
   

   
     

  
  

  
 

 

Ví dụ 6: 

3

1 0 0
1 3 2 1 3 2

0 1 0
5 7 4 5 7 4

0 0 1
AI

 
              

 

 ; 2

1 0 2 4 5 2 4 5
0 1 0 3 8 0 3 8

I B
    

     
    
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Bài tập  

 

1.1    Cho A = 







134
012  ;  B = 








31
12    ; C = 







 
30
15    và  










10
01

2I . Tìm 
 

       a) X = 3B   +   C   b)  Y = BT  -   C              c)  Z = 3C  -  B 
 

       d) BC  ;   CB  ;  và  BA .     e)  B.I2   ;   I2.C ;  I2.A ;   AT.B ;  AT.C  ;   A.AT.  
 

      f) Tìm x, y , z thỏa mãn : 



















 x

y
B

z
yx

711
7

1
4  

     g) Tìm x, y, z , t thỏa mãn : C
tz
yx

















11
12

.  

     h) Tìm ma trận M, H  thỏa mãn : CM 







.

11
12

.  , 
0 1 0

.
1 0 1

T

H C  
  
 

  

1.2      Cho A = 







10
31  ;  B = 








32
42      ;    C = 











21
21  

     Thực hiện phép nhân AC ; BC để thấy rằng A  B nhưng   AC  =  BC. 
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§ 2. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO 
 

                    Ma trận đơn vị có tính chất sau  : A.I=A   và I.A=A 
 

1. Định nghĩa :  
 Cho A là một ma trận vuông cấp nxn  , ma trận nghịch đảo của A được ký hiệu là  
A-1  và có tính chất sau : A.A-1= I  , A-1.A = I   ( khi đó A  gọi là ma trận khả nghịch ) 

         (Ma trận không vuông thì không có ma trận nghịch.) 

Ví dụ 1:  Với A = 







12
13 ,     B = 











32
11  

 

Ta có      2

3 1 1 1 1 0
.

2 1 2 3 0 1
AB I

     
            

 

và    2

1 1 3 1 1 0
.

2 3 2 1 0 1
BA I

     
            

 

Vậy B là ma trận nghịch của A ;  B = A-1   ( dĩ nhiên là A = B-1 ) 

2. Tìm ma trận nghịch đảo  

Ví dụ 2 :     Cho 
3 1
2 1

A
 

  
 

, ta có thể tìm A-1 như sau : 

Đặt     1 21

3 4

x x
A

x x
  
  
 

 

1 2 1 3 2 41

3 4 1 3 2 4

3 33 1 1 0
2 22 1 0 1

x x x x x x
AA

x x x x x x
        
               

 








 ;
02
13

31

31
xx
xx

    







;
12
03

42

42
xx
xx

     








32
11

43

21
xx

xx
 

Vậy :     1 1 1
2 3

A  
   

 

3. Các phép biến đổi sơ cấp (PBĐSC) trên các hàng của ma 
trận : 
 Các PBSC bao gồm : -  Đổi chỗ 2 hàng, 
                                            - Nhân các phần tử một hàng với số k  0 
                                             - Cộng vào một hàng k lần một hàng khác. 
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Ví dụ 3 :  Cho ma trận M = 







1012
0113  dùng các PBĐSC trên hàng để biến đổi M thành 

dạng 







...............10
...............01 , ta thực hiện 2 bước : 

a/ Lấy hàng 1 trừ hàng 2  viết vào vị trí h1    :  h1  -   h2   ->  h1   
b/ Lấy hàng 2 trừ 2 lần hàng 1 viết vào vị trí h2     : h2 - 2h1  ->  h2.     
Được ma trận như yêu cầu: 
 

1 2 2 1

3 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1
2

2 1 0 1 2 1 0 1 0 1 2 3
h h h h

      
              

 
4. Tìm ma trận nghịch đảo bằng các PBĐSC trên hàng  
 
     Cho A là ma trận vuông cấp nxn. 

- Ta viết vào phía trái A  thêm ma trận In  kí hiệu   ( A In). 
- Áp dụng các PBĐSC  trên toàn ma trận  ( A In) để biến  A trở thành In . Khi đó  ( 

A In)  trở thành ( In A-1).  
 

Như ở ví dụ trên ta đã biến đổi : 
 





















3210
1101

1012
0113








 

       ( A I2 )                   ( I2 A-1). 
 

Vaôy    
3 1
2 1

A  
  
 

  thì  1 1 1
2 3

A  
   

 

 
Ví dụ 4 : 

 Cho  

1 2 0
2 4 1
2 5 1

B
 
   
 
 

 ta tìm B-1 bằng cách viết : 

















100152
010142
001021







 lần lượt biến đổi 4 bước: 

a/    h2 - 2 h1 h2  ;  b/    h3 - 2h1 h3 ;   c/   h2 - h3h2  ;   d/    h1- 2 h2h1 

Ta nhận được ma trận : 





















012100
110010
221001







 vậy  






















012
110
221

1B  
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Bài tập  
 

2.1     Tìm ma trận nghịch đảo của các ma trận sau : 

     a) 









73
21

A                              b)  









41
31

B                      c)  C = 







14
13

 

     d)  

















152
142
021

A                            e)  

















101
111
223

B                   f ) 

















251
241
120

C  

2.2   Tìm ma trận nghịch đảo của các ma trận sau : 

     a)













































801
210
131

)
623
011
501

)
95
21

cb     
















100
010
001

)d  
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§ 3 . ĐỊNH THỨC 
 
 
1. Khái niệm về định thức 
 Cho ma trận vuông cấp 2x2 :  

8 2
1 4

A
 

  
 

 định thức của ma trận A là 30 được 

tính như sau : 8.4  -  2.1  =  32  -  2  =  30 ,    và ký hiệu   det A =  30   hoặc  

30
41
28
A .  Định thức này là định thức cấp 2 (có 2 hàng và 2 cột) 

Ví dụ 1 :  a)  









31
24

B    ,  det B = -4.3  -  2.1  =  -14 ; 

               b)    8C        ,  det C = -8   định thức cấp 1 . 

    c)  









dc
ba

K      ,  det K =  ad  -  cb . 

 A là ma trận vuông, xóa dòng i và cột j của A ta có ma trận con Mij, định thức của 
ma trận này gọi là định thức con   ,det Mij . 

Phần bù đại số  của aij  là Cij          i j
ij ij     1  .det  M  C 
   

Ví dụ 2 :   Với ma trận 

    




















1396
2485
5871
4030

A  

6
139
248
587

11 M  ; 9
136
245
581

12 M  ; 24
196
285
571

13 M  ; 27
3936
485
871

14 M  

66)1( 11
11  C  ; 99)1( 21

12  C ;  2424)1( 31
13  C ;    

2727)1( 41
14  C  

2. Định thức 
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  Cho A là ma trận vuông cấp nxn, định thức của ma trận A là   

1 1 11 11 12 12 13 13 14 14 1 1
1

det( ) . . .
n

j j n n
j

A A a C a C a C a C a C a C


         

3. Định thức cấp 3  

Ví dụ 3 :  Cho 
1 2 3
4 5 6
7 8 9

G
 
   
 
 

  Tính     det G  ( định thức cấp 3) 

Theo định nghĩa 2 3 4

1 2 3
5 6 4 6 4 5

det 4 5 6 1.( 1) 2.( 1) 3.( 1) 0
8 9 7 9 7 8

7 8 9
G          

 
Với định thức cấp 3 ta có thể tính nhanh theo qui tắc :  
Viết thêm cột 1, cột 2 vào bên phải định thức : 

                                             105  48  72      trừ  các số này 

                             
87987
54654
21321

 

      45  84  96        cộng các số này  
 

Nhân theo các đường chéo ( mũi tên ) rồi cộng trừ theo hướng dẫn. 
det G = 1.5.9 + 2.6.7 + 3.4.8 - [ 7.5.3  +  8.6.1  +  9.4.2 ]   = 45  +  84  +  96  -  105  -   48  -72  =  0 

4.  Định lý Laplace 
Cho A là ma trận vuông cấp nxn  thì : 

1 1 2 2det ...........i i i i in inA a C a C a C     
(Ta gọi đây là định thức khai triển theo hàng i ) 

va 

1 1 2 2det ..........j j j j nj njA a C a C a C        
( Định thức khai triển theo cột j ) 

 
Ví dụ 4 :    Để tính det A của ví dụ 2 , ta khai triển theo hàng 1 ( vì hàng này có nhiều số 
0 nên tính toán ngắn hơn ) : 
det A = 1414131312121111 CaCaCaCa  =  0.6  +  3(-9)  + 0.24  + 4(-27) = - 135. 
 

5. Một số tính chất của định thức  
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1-  det A = det AT   ;     det  A-1 = Adet
1

   ;    det(AB) = det A . detB . 

2-Định thức đổi dấu nếu đổi chỗ hai hàng (cột). 
 

3-Định thức bằng không nếu có  một hàng (cột)  toàn số 0 . 
4-Định thức có hai hàng (cột) giống nhau thì bằng 0. 

       5-Nếu một hàng (cột) có thừa số chung thì có thể đưa ra ngoài. 
       6-Định thức không đổi nếu cộng vào một  hàng (cột) , k lần một hàng (cột)   khác. 

7- Nhân ma trận cấp nxn với một số k thì định thức tăng lên kn lần :  
    det (kA) = kn (detA) . 

Ví dụ 5 :   

a)  0
551
000
783



     ;    0

321
835
321
          ;  

345
717
789

789
717
345

  

b) 
910
278
124

.25
910
278
2550100

    

c)    
321
500
753

321
500
111

      vì   ( 3  5  7 ) = (1  1  1 ) + 2. (1  2  3 ) . 

6. Định lý về ma trận khả nghịch 

Cho A là ma trận vuông cấp nxn mà det A  0, khi đó : 

              




















nnnn

n

n

CCC

CCC
CCC

A
A

....
................

....

....

det
1

21

22212

12111

1
  với Cij là các phần bù đại số của ma trận A. 

 
( Nếu detA = 0 thì không có A-1 , ta nói A là ma trận suy biến ). 
 

Ví dụ 6 :   Cho  

















789
604
321

A     , detA = 100 , A-1 = 





















81032
62026

121048

100
1
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* Nếu  
  
 

a b
A  

c d
 thì 1 d b

c aad bc
 

    
-1A  đây là cách tính nhanh ma trận nghịch 

đảo của một ma trận cấp 2x2. 
 
 
 
                                                                                        

Bài tập 
 
3.1       Tìm ma trận nghịch đảo : 

        a)   









43
21

A        b)  



















1240
620
001

B      c)  





















310
142
053

C       d)

















111
011
001

G  

3.2     Tính các định thức : 
 

      a)
3 0 4 2 4 3 2 3 4 4 3 0
2 3 2 ) 3 1 2 ) 4 0 5 ) 6 5 2
0 5 1 1 4 1 5 1 6 9 7 3

b c d
 

 
 

     

6 0 0 5
1 7 2 5

)
2 0 0 0
8 3 1 8

e


    f)   

2000
5100
7320
4853




 

 

3.3     Cho các ma trận A = 







 102

103 ,   B = 







 031

102 ,      C = 







13
14  

       a) Tìm AT  . 
       b) Tìm M=A.AT.  Tính   det M. 
       c)  Tìm C -1. 
       d)  Tìm X và Y thỏa :   3A  + X  =B    ,  C.Y=A . 

3.4  Cho các ma trận A =
















122
011
001

,   B = 







 031

102
       

a/Tìm X ,Y thỏa :   A. X  = BT       .b/  YA=B 

3.5  Cho các ma trận   C = 







10
04

       E = 







15
16

 

a/  Tìm Z thỏa  2C  -  Z T = 3E        b/  Tìm Y  thỏa     YE = C. 
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3.6     Xác định s và t để các ma trận sau khả nghịch  

a)



















1240
620

01 s
B                            b)    















 


t
tC

10
42

053

 

 

                            §4 .  VECTƠ   -   HỆ VECTƠ 
 
 
 
1. Định nghĩa   Vectơ  n chiều là một bộ n  số thực có sắp xếp . 
           Ký hiệu một vectơ  x = ( x1,x2,...,xn)   (  gọi là vectơ n thành phần ,vectơ n chiều ). 

Ví dụ 1:   a = ( 1,0,-3) là vectơ 3 chiều;   b = ( 2 ; 5
1

 ) là vectơ 2 chiều. 

Ta cũng có thể viết vectơ dưới dạng cột : 



















3
0
1

a   ;   









5/1
2

b  

Vectơ không  : 0 = ( 0; 0; ....; 0) 

Hai vectơ bằng nhau : với 1 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., )n na a a a b b b b    

 a = b    a1 = b1 , a2 = b2 , ....., an = bn . 

2. Các phép tính 

*   Nhân vectơ với số thực :           1 2( , ,..., ) ,na a a a        

Ví dụ 2 :         3.( 1; 0; -3) =  ( 3 ; 0; -9) 
 

 *   Cộng 2 vectơ   
Với 1 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., )n na a a a b b b b  thì     1 1 2 2( , ,..., )n na b a b a b a b      

Ví dụ  3:         (3; 0; -9)  +  (1; 5; 2)  =  ( 4; 5; -7) 

3. Một số tính chất 

Cho a , b , c  là các vectơ n chiều,    là số thực . Ta có : 
*    a + b =  b +  a    *  ( a + b ) + c = ( a + b ) + c 

*   .  a  b a b        *    a + 0 = a +0 = a. 
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4. Tổ hợp tuyến tính  

Vectơ x được gọi là tổ hợp tuyến tính của các vectơ kvvv ,.....,, 21  nếu  : 

      
1 2

1 2 ........... k
kx v v v          với  1 2, , ..., k     là các số thực . 

 
Ví dụ 4 :  

 Cho  




































































1
1
1

;
0
1
1

;
0
0
1

;
2
2
3

321 vvvx , 

 x có phải là tổ hợp tuyến tính của 321 ,, vvv  ? 
 

Giải: 

 







































































































2
2
3

1
1
1

0
1
1

0
0
1

2
2
3

3

32

321

321
l

ll
lll

lll  

Ta có hệ phương trình :           

























2
0
1

2
2

3

3

2

1

3

32

321

l
l
l

l
ll

lll

 

Vậy :               x = 321 201 vvv   ,  Tính  x là tổ hợp tuyến tính của 321 ,, vvv  . 
Ví dụ 5 : 

 









2
1

x  ;  


















2
2

;
1
1 21 vv  , x có phải là tổ hợp tuyến tính của 21, vv  ? 

Giải : 

 














































21

21
21 2

2
2
1

2
2

1
1

2
1

ll
ll

ll ,  

Ta có hệ phương trình : 








22
12

21

21
ll
ll

 

Hệ này vô nghiệm. Vậy x không phải là tổ hợp tuyến tính của 21, vv   . 
5.  Hệ vectơ độc lập tuyến tính : 

Định nghĩa : Hệ gồm k vectơ  1 2, ,...., kv v v     gọi là hệ độc lập tuyến tính nếu chỉ có 

duy nhất các số thực  l1 = l2 = ......= lk = 0 thỏa mãn :    1 2
1 2 0k

kl v l v l v     
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Ví dụ 6 :  Cho 2 vectơ   1v  = ( 1;1) , 2v  = ( 1;2 ). Xét phương trnh      



























0
0

2
1

1
1

21 ll    (*) 

Ta thấy ngay l1 = l2 = 0 thỏa mãn. 
Ta tìm các l1, l2 khác : 

(*)  

































02

0
0
0

2 21

21

2

2

1

1
ll

ll
l

l
l
l

.  

Hệ phương trình nay chỉ có duy nhất  l1 = l2 = 0 thỏa mãn. Vậy hệ 2 vectơ  1 2,v v  là hệ 
độc lập tuyến tính. 
 
Ví duï 7:      Cho 3 vec tô  1v  = ( 1,1) ,    2v  = ( 1,2) ;    v 3  = ( 2,3).  

Xeùt phöông trình : 

              


































0
0

0
2

2
1

1
1

321 lll      ta cuõng thaáy l1 = l2 = l3 = 0 thoûa maõn. 

Ta tìm caùc l1, l2, l3 khaùc. 

1 2 3
1 2 3

1 2 3

21 1 2 0 0
2 31 2 3 0 0

l l l
l l l

l l l
           

                         
 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 2 3 2 3

2 0 2
2 3 0 2 2 3 0
l l l l l l

l l l l l l l
      

          
 

2 3 2 30l l l l       , chọn 2 3 11 1 1l l l      ,   

Ta thaáy 1 2 31. 1. 1. 0v v v   . Vaäy heä 3 veùc tô   1 2 3, ,v v v  khoâng ñoäc laäp tuyeán tính , ta 

goïi heä naøy laø heä phuï thuoäc tuyeán tính. 
( Hệ không độc lập tuyến tính thì gọi là hệ phụ thuộc tuyến tính ) . 

6.  Khoâng gian tuyeán tính Rn 
Ñònh nghóa : Khoâng gian tuyeán tính Rn  laø taäp hôïp taát caû caùc vec tô n chieàu cuøng vôùi 
hai pheùp tính noùi ôû treân. 

Ví duï R2  laø khoâng gian tuyeán tính cuûa caùc vec tô hai chieàu… 
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Trong R2  xeùt hai vec tô  


















1
0

;
0
1 21 ee   heä goàm hai veùc tô naøy ñoäc laäp tuyeán 

tính  , moïi veùc tô thuoäc R2 ñeàu laø toå hôïp tuyeán tính cuûa hai veùc tô naøy. Ví duï 











15
9

a    thì  21 159 eea   . 

Ta noùi   21, ee   laø moät cô sôû cuûa R2  ( coøn goïi laø cô sôû ñôn vò) . 
Töông töï  cô sôû ñôn vò cuûa R3  goàm caùc vec tô  ( 1;0;0) , (0;1;0)  , (0;0;1). 
 

 
Baøi taäp 

 
 
4.1      a) Cho các vectơ a = ( 2;3) ;    b = ( -1;0);    c = ( 2;2)    và   o = ( 0;0 ). 
   Các vectơ trên có phải là tổ hợp tuyến tính của 2 vectơ   1v  = ( 1;0 ) và 2v  = ( 1;1 ). 
         b) Cho các vectơ   d = ( 3;1;4) ;   e = ( 2;1;2) ;   g = ( 3;-3;2) , các vectơ trên có phải 
là  các tổ hợp tuyến tính của 2 vectơ   1u  = ( 1;1;0)   và 2u  = ( 2;-1;1). 
4.2      Xét tính độc lập tuyến tính / phụ thuộc tuyến tính của các hệ vectơ sau : 

        a) { 1v  = ( 1;0) ; 2v  = ( 0;1) }   b) { 1v  = (1;0) ; 2v  = ( 0;1) ; 3v = ( 3;-3)} 

c) { 1v  = ( 1;0) ; 2v  = ( 0;1) ; 4v  = ( 0;0).} 

4.3 Cho a = ( 1;0;0) ; b = ( 1;1;0) ; c = (1;1;1 )  ; d = ( 3;4;2) .  
 Xét tính độc lập tuyến  tính / phụ thuộc tuyến tính của các hệ vectơ : 

         a)  cba ,,                            b )  dcba ,,,      c)  dba ,,  . 

4.4     Xét tính độc lập tuyến tính / phụ thuộc tuyến tính của các hệ vectơ : 

      a)
















































0
4
6

;
3
2

3
;

0
0
3

      b)



















































3
4
8

;
2

4
0

;
1

6
0

      c) 















 10

2
;

5
1

      

     d)

































































 7
1
0

;
3

7
2

;
5

10
3

;
5

3
1

                e) 



























































6
2

7
3

;

2
3

7
4

;

0
1

1
3
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§5 . HẠNG CỦA MA TRẬN 
 
 

1. Ma traän daïng baäc thang : 
 
Xeùt caùc ma traän sau : 

1 0 3 5
3 3 0 1 0 2 2 2 0 3

0 3 2 4
0 4 4 2 0 0 0 1 1 4

0 0 0 8
0 3 0 1 0 2 3 0 0 0

0 0 0 0

A B C D

 
      
                            

 

     

  Ma traän A laø daïng baäc thang ,caùc ma traän B,C,D khoâng phaûi daïng baäc thang . 
 

Ñònh nghóa : Ta goïi A laø coù daïng baäc thang neáu trong A caùc haøng toaøn soá 0 (neáu coù) 
ñeàu naèm döôùi cuøng. Trong hai haøng khaùc 0, phaàn töû khaùc 0 ñaàu tieân cuûa haøng naèm 
treân thì ôû veà phía traùi so vôùi phaàn töû khaùc 0 ñaàu tieân cuûa haøng naèm döôùi. 
 
Ñònh lyù : Moïi ma traän ñeàu coù theå ñöa veà daïng baäc thang baèng caùc pheùp bieán ñoåi sô 
caáp treân haøng .   

2. Haïng cuûa  ma traän  

Ñònh nghóa 1 : Haïng cuûa moät ma traän baäc thang laø soá haøng khaùc 0 cuûa noù  . 
Trong ví duï treân haïng cuûa ma traän A laø 3  . Kyù hieäu rank A = 3, hoaëc r (A) = 3.  
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Ví du ï1  Với 














































6100
4010
3001

;
5410
2101

;
00000
13010
42301

GFE      

  r (E) = 2 ,  r (F)= 2 ,  r (G)=3. 
 
Ñònh nghóa 2:  Cho A laø moät ma traän baát kyø  rank A = rank A/  ,vôùi A/ laø ma traän baäc 
thang  nhaän ñöôïc töø ma traän A baèng caùc pheùp bieán ñoåi sô caáp treân haøng . 
 
(Như vậy hạng không đổi nếu đổi chỗ các hàng của  ma trận) 

Ví duï 2: Tìm haïng cuûa ma traän H : 

















5654
1012
2321

H     ta ñöa veà daïng baäc thang    

2 1 /
3 2

3 1

1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2
2

2 1 0 1 0 3 6 3 0 3 6 3
4

4 5 6 5 0 3 6 3 0 0 0 0

h h
H h h H

h h

     
                              




 

    r (H/) = 2  vaäy  r (H) = 2   
 
Định lý 1:       r (A) = r (AT )    
 
Định lý 2 :  Hạng của một ma trận là p nghĩa là trong nó có ít nhất một định thức con 
khác 0 cấp p , mọi định thức con cấp lớn hơn p đều bằng 0 . 
 
Moät soá ví duï:  











011
057

B   ,   r(B) = 2   ;  











111
157

C  ,      r(C) = 2      ;   

 

















111
111
157

G  ,     r(G) = 2 ; 


















100
010
001

E     ,    r(E) = 3   ;  
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
















100
410
321

F   ,    r(F) = 3. 

 
Quy ước : Hạng của ma trân 0 bằng 0. 
 
                                                  
 
 
 
 
                                                

 
 
 
 
 

Baøi taäp 
 
5.1    Tìm hạng của các ma trận sau : 

      0010A     ;    









0010
0001

B     ;      

















0100
0010
0001

C  

     

















0000
1324
4321

D    ;   

















3333
2222
1111

E      ;       




















00
15
14
21

F  

5.2    Tìm hạng của các ma trận sau : 

       a)































































09493
00000
182862
91431

)
0000
6520
5101

)
71065
1421

7941
cb  

5.3 Bieän luaän theo tham soá m haïng cuûa ma traän       
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a)  

















2310
3121

152 m
A      b)   


















0331
2310
102 m

B  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                        § 6 .  HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 
 
1. Moät soá khaùi nieäm 

Ví dụ 1:  Tìm x1 , x2 thỏa mãn :







(2)         
(1)      

1752
1253

21

21
xx
xx

    ñaây laø moät heä phöông trình 

tuyeán tính . Ta coù theå giaûi nhö sau  :  
(1) + (2) có x1 = 1 thế vào (1)  có x2 = 3 . Ta nói  ( 1;3) là nghiệm duy nhất của hệ 
phương trình đã cho. 
 

 Dạng tổng quát của hệ phương trình tuyến tính là : 
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

















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...........

...........
..........

(*)

2211

22222121

11212111




 

 Hệ trên có m phương trình và n ẩn số . Nghiệm của hệ là các giá trị mà khi thay 
vào các vị trí của x1 , x2 , ......, xn ta  có m đẳng thức  đều đúng. 
Các số bi gọi là các hệ số tự do. 
Giải hệ phương trình là tìm tất cả các nghiệm của nó . 

Quay lại ví dụ 1 :      Ma trận 






 


52
53

A  gọi là ma trận hệ số , ma trận  

AB = 






 
1752
1253

 gọi là ma trận hệ số mở rộng của heô phương trình đã cho. Ta 

đặt ma trận 









17
12

B  , 









2

1
x
x

X . Ta có  A.X = B  , đây là dạng ma trận của hệ 

phương trình. 

 *  Heä thuaàn nhaát 

 Heä phöông trình thuaàn nhaát laø heä coù ma traän B = 0 

Ví duï 2 :  

Heä 






03

02

32

321
xx

xxx
   laø heä thuaàn nhaát. 

Thaáy ngay x1 = x2 = x3 = 0 laø moät nghieäm, nghieäm naøy goïi laø nghieäm taàm thöôøng 
( ngoaøi ra heä coøn coù theå coù nghieäm khaùc nöõa ). 

 
Định lý :  

 Nếu    r(A)   =   r (AB) = n      thì hệ có một nghiệm duy nhất  ( n là số ẩn số). 
 Nếu   r(A)   =    r (AB) <  n      thì hệ có vô số nghiệm . 
 Nếu    r(A)  <    r (AB)             thì hệ vô nghiệm. 
 

Ví dụ 3 : Cho hệ 







52
13

21

21
xx

xx
 , ta có : 












12

13
A        r (A) = 2   ;      AB = 








 512

113
 ,  r(A/B)=2  . 

                           Vậy  r(A) = r (AB) = 2 
n = 2 ,  hệ có một nghiệm duy nhất   (x1=6  , x2= -17 ) . 
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Víduï  4 : Cho heä  :   1 2

1 2

3 1 (1)
3 0 (2)

x x
x x
 

  
. 

Ta có:  
  

3 1 3 1 1
( ) 1 ; / ( / ) 2

3 1 3 1 0
A r A A B r A B

   
      
   

 

Vaäy heä voâ nghieäm  . 

Ví duï 5:   Giaûi heä :  
1 2

1 2

2 1
2 4 2
x x

x x
 

  
 

    
1 2 1 2 1

( ) 1 / ( / ) 1
2 4 2 4 2

A r A A B r A B   
      
   

.    

Heä coù voâ soá nghieäm  : ( 1 ; 0)    ,   (-1  ; 1)   ,    (-3 ; 2)   ……….. 
 

2. Heä phöông trình Cramer 
  

Ñònh nghóa : Heä Cramer laø heä coù ma traän heä soá A vuoâng ( soá aån soá baèng vôùi soá 
phöông trình ) vaø det A  0. 

Ñònh lyù : Heä Cramer coù moät nghieäm duy nhaát tính theo coâng thöùc : 

A
Ax

A
Ax

A
Ax n

n det
det;........;

det
det;

det
det 2

2
1

1   ; 

ma traän iA  nhaän ñöôïc baèng caùch thay coät i baèng  coät B trong ma traän A. 

Ví duï 6:  Giaûi heä 













0243
1    x- 2x  

132

321

321

321

xxx
x

xxx

 

Giaûi : 

 1det
243
121
132






















 AA    ; 2det
240
121
131

11 




















 AA  

              0det
203
111
112

22 




















 AA    ; 3det
043
121

132

33 















 AA  

Vaäy nghieäm duy nhaát  laø        3;0;2 321  xxx   . 

Löu yù :  Neáu detA = 0 thì ta phaûi söû duïng phöông phaùp khaùc ñeå giaûi. 
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3. Phöông phaùp duøng ma traän nghòch ñaûo  
 
 Ta ñaõ bieát heä phöông trình coù theå vieát döôùi daïng ma traän laø : A .X = B nhaân  
A-1 vaøo hai veá , ta được:  

A-1.A . X = A-1 . B     I.X =  A-1.B      X =  A-1.B. 
 

Trôû laïi      ví dụ 6 , ta tính ñöôïc 






















112
111

120
1A ,  

Ta coù nghieäm cuûa heä laø : 

1

0 2 1 1 2
1 1 1 . 1 0
2 1 1 0 3

X A B

     
              
           

. 

 
 

                                   
 
 
 
 
 
 

                          
§7. PHÖÔNG PHAÙP  GAUSS 

 
 
Noäi dung cuûa phöông phaùp Gauss: 

Ñeå tìm nghieäm cuûa moät heä phöông trình ta ñöôïc pheùp : 

- Ñoåi choã hai phöông trình 

- Nhaân hai veá cuûa moät phöông trình vôùi soá khaùc 0 

- Coäng vaøo moät phöông trình k laàn moät phöông trình khaùc . 

 Ba pheùp bieán ñoåi treân cho ta moät heä môùi töông ñöông vôùi heä cuõ ( töùc laø hai heä 
coù nghieäm gioáng nhau hoaëc cuøng voâ nghieäm). 
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 Phöông phaùp Gauss (coøn goïi laø phöông phaùp khöû aån lieân tieáp) tieán haønh 3 
pheùp bieán ñoåi treân ( coøn goïi laø pheùp bieán  ñoåi sô caáp) ñoái vôùi ma traän heä soá môû roäng 
cuûa heä phöông trình. 

Ví duï 1 : Tìm nghieäm cuûa heä      













1
4223

2

31

321

321

xx
xxx

xxx

 

Giải 

Ta duøng phöông phaùp Gauss ñöa ma traän veà daïng baäc thang: 

1 3
2 1

2 3

1 1 1 2 0 1 0 1 0 1 0 1
3 2 2 4 0 2 1 1 2 0 0 1 1

3
1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1

h h
h h

h h

     
                  

     



 

1 33 2

3 2

0 1 0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 1 1

h hh h
h h

   
        
       

  

2 3

1 2 3

1 2 3

0 0 0
0 0 1
0 0 1

x x
x x x
x x x

  
   
   

1x
Ma traän naøy laø cuûa he ä  

Vaäy nghieäm cuûa heä phöông trình ñaàu laø x1 = 0  , x2 = 1 , x3 =1 . 

 

Ví duï 2 :  Giaûi heä 












464
12
13

321

21

31

xxx
xx
xx

 

Giaûi : 

2 1
3 2

3 1

1 0 3 1 1 0 3 1 1 0 3 1
2

2 1 0 1 0 1 6 1 0 1 6 1
4

4 1 6 4 0 1 6 0 0 0 0 1

h h
h h

h h

       
                      




       3)(,2)(  BArAr  

Haøng cuoái laø phöông trình : 0x1 + 0x2 + 0x3 = 1 
Vaäy heä naøy laø voâ nghieäm. 
 

*  Khi xuaát hieän moät haøng maø phaàn töû cuoái khaùc 0, caùc phaàn töû coøn laïi baèng 0, 
ta keát luaän : heä voâ nghieäm . 
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Ví duï 3 :  Giaûi heä :













7343
4222

1

4321

4321

421

xxxx
xxxx

xxx

 

Giaûi : 

2 2 1
3 3 2

3 3 1

1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
2

2 1 2 2 4 0 1 2 0 2 2 0 1 2 0 2
3

3 1 4 3 7 0 2 4 0 4 0 0 0 0 0

h h h
h h h

h h h

     
                         




 

1 1 2

2 2

1 0 2 1 3
0 1 2 0 2

( )
0 0 0 0 0

h h h
h h

 
        

 
 

Loaïi boû h3 coøn laïi :  







 20210

31201 ta coù moät ma traän baäc thang .  

42)()(  nnBArAr  

 Cho     x3 = t ;    x4 = s  ( t, s laø caùc soá thöïc tuyø yù ) 

Suy ra :     x1 = 3 -2t -s  ; x2 = 2 + 2t  ñaây laø heä nghieäm toång quaùt cuûa heä phöông trình 
ñaõ cho . 
 
*  Heä  phöông trình coù voâ soá nghieäm ( x1, x2 goïi laø aån chính , soá aån chính baèng ñuùng 
r(A), caùc aån coøn laïi x3, x4 laø aån phuï) 
 

 
 
 

§8.  MOÂ HÌNH INPUT - OUTPUT CUÛA LEONTIEF 
 
 

 Giaû söû  moät neàn kinh teá coù hai ngaønh A vaø B. Ñeå saûn xuaát 1 $ haøng loaïi A 
phaûi tieâu toán 0,4 $ cuûa chính loaïi haøng naøy vaø 0,1 $ haøng loaïi B. Töông töï : ñeå laøm ra 
1 $ haøng loaïi B phaûi söû duïng 0,2 $ haøng loaïi A vaø 0,6 $ haøng loaïi B . 
 
 
       
                                  
                        0.4 $     0.1$              
                                                           0.2$      0.6$               
                           A                   B 
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       0.6$                   1$                      1$          0.7$                        
                                              
                                 0.4$                   0.3$ 
                                       

                                       
0.5
0.8

u
 

  
 

   
1
1

P
 

  
 

  
0.4
0.3

D
 

  
 

 

                                                                                                                          
 Nhö vaäy, neáu neàn kinh teá taïo ra 1 $ haøng loaïi A  vaø 1 $ haøng loaïi B thì chæ coù 
0,4 $ haøng loaïi A vaø 0,3 $ haøng loaïi B cung öùng cho nhu caàu beân ngoaøi . 

Ma traän  









6,02,0
1,04,0

M  goïi laø ma traän Input-Output cuûa neàn kinh teá. 

Neáu toång giaù trò saûn löôïng cuûa neàn kinh teá laø  B loaïi haøng
A loaïi haøng











$
$

b
a

P      goïi  tieâu thuï 

noäi boä (internal use) laø U  thì  U = M.P =   










$6,0$2,0
$1,0$4,0

ba
ba

 vaø neáu goïi D laø phaàn cung 

öùng cho nhu caàu beân ngoaøi thì  D = P - U = P - M.P. 

                            D = IP - MP = ( I - M)P         P = ( I - M )-1D .    
 
Ma traän ( I- M ) coù teân laø ma traän Leontief. Ta coù : 
              Saûn löôïng ñaàu ra = Ma traän Leontief nghòch   x   Nhu caàu beân ngoaøi 
 
Giaû söû neáu neàn kinh teá treân coù nhu caàu beân ngoaøi laø : 

B    haøng
A  haøng











$19
$15

D         thì P phaûi baèng bao nhieâu ? 

 






















































































$46,65
$91,35

19
15

.
73,291,0
36,082,1

19
15

.
4,02,0
1,06,0

19
15

.
6,02,0
1,04,0

10
01 11

P  

 
        Moâ hình Input - Output laø coâng trình cuûa V. Leontief ( giaûi Nobel veà kinh teá naêm 
1973). Khi phaân tích neàn kinh teá Myõ , oâng ñaõ chia ra thaønh 6 nhoùm ngaønh vaø coù moät 
ma traän Input - Output caáp 6x6 . 

 
 

                                          

                                                      Baøi taäp 
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8.1     Giaûi caùc heä phöông trình sau baèng caû 3 phöông phaùp ( Cramer, Gauss, duøng ma 
traän nghòch ñaûo ): 

      a) 







82
73

yx
yx

 b) 







15
04

yx
yx

 c) 







125
33

yx
yx

      d)







393
13

yx
yx

 

8.2     Giaûi caùc heä phöông trình sau baèng phöông phaùp Gauss ( sau ñoù laø phöông phaùp 
         Cramer neáu ñöôïc) : 

a) 













422
523

23

321

321

31

xxx
xxx

xx

           b) 












02
12

35

321

31

321

xxx
xx

xxx

            c)












933
64
125

321

321

321

xxx
xxx
xxx

    

d) 













0
233

42

32

321

21

xx
xxx

xx

        e) 














172
234
45

321

321

32

xxx
xxx
xx

      f)







0734
035

321

321
xxx
xxx

 

8.3      Giaûi caùc heä phöông trình : aån soá laø x,y,z,u,v,w  …  

    a) 












zyx
yx

zyx

384
443

2

        b) 







022
02

zyx
zyx

                 c) 













7343
4222

1

wzyx
wzyx

wyx

   

   d) 













13
464

12

zx
zyx

yx

         e) 







3028593
22207124

wzyx
wzyx

         f) 












1133
732
62

zyx
yx

zyx

 

   g)   

3 3 12 6
4 2

2 5 2 0 10
2 8 4

x y z
x y z

x y z
x y z

  
   
   
   

 

 

8.4       Giaûi vaø bieän luaän theo m : 

      a) 













1
1252

2

32

321

321

mxx
mxxx
mxxx

  b) 













32)1(
2

2

mzmyxm
mzmyx
zyx

 

8.5       Moät laøng nhoû coù 3 ngaønh saûn xuaát : gaïo, vaûi , thòt, ñôn vò tieàn teä laø t. Ñeå saûn   
xuaát 1t giaù trò gaïo, daân laøng phaûi tieâu toán 0,3 t gaïo ; 0,1 t vaûi vaø 0,2 t thòt. Ñeå laøm   ra 
1 t vaûi phaûi toán 0,2 t gaïo ; 0,2 t vaûi vaø 0,2 t thòt. Ñeå saûn xuaát 1 t thòt toán 0,4 t gaïo; 0,3 t 
vaûi vaø 0,1 t thòt . 

a) Laäp ma traän Input - Output cuûa neàn kinh teá . 
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b) Neáu naêm nay nhaø cai trò ñaët möùc giao noäp cuûa laøng laø 15.000 t gaïo ; 
8.000 t vaûi ; 9.000 t thòt thì daân laøng phaûi saûn xuaát ra moãi loaïi haøng giaù trò 
saûn löôïng laø bao nhieâu ? 

8.6    Moät neàn kinh teá coù 2 ngaønh Y vaø Z, ñeå laøm ra 1 $ saûn phaåm Z phaûi tieâu toán 0,2$ 
saûn phaåm Y vaø 0,3$ saûn phaåm Z ; ñể laøm ra 1$ saûn phaåm Y phaûi tieâu toán 0,4$ saûn 
phaåm Y vaø 0,2$ saûn phaåm Z. Neáu nhu caàu beân ngoaøi laø 24.000$ saûn phaåm Y vaø 
19.000$ saûn phaåm Z thì neàn kinh teá phaûi saûn xuaát toång coäng bao nhieâu saûn phaåm 
Y , bao nhieâu saûn phaåm Z ? 

8.7   Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù moät nghieäm duy nhaát : 

         













03
22
12

321

321

321

mxxx
xxx
xxx

 

8.8  Moät cöûa haøng theå thao coù moät loâ haøng 31 quûa taï ( goàm caùc loaïi 1kg  , 2kg vaø 5 
kg ), toång troïng löïông caân ñöôïc 92 kg. Khaùch haøng A ñoàng yù mua toaøn boä loâ haøng 
vôùi ñieàu kieän  soá quaû taï loaïi 5kg khoâng quùa 9 quûa. Khaùch haøng B ñoàng yù mua toaøn 
boä loâ haøng vôùi ñieàu kieän  soá quaû taï 2 kg phaûi baèng soá quûa taï 1 kg. Cöûa haøng coù theå 
thoûa maõn yeâu caàu cuûa khaùch haøng naøo?                    
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